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Предисловие

«Эконометрика» как дисциплина федерального (региональ-
ного) компонента по циклу общих математических и естествен-
но-научных дисциплин включена в основную образовательную 
программу подготовки экономистов, определяемую Государст-
венными образовательными стандартами высшего образования. 
Однако в настоящее время ощущается нехватка доступных учеб-
ников и учебных пособий по эконометрике для студентов эко-
номических специальностей вузов. 

Авторы данного учебника попытались хотя бы в некоторой 
степени восполнить имеющийся пробел. Учебник написан в со-
ответствии с требованиями Государственного образовательного 
стандарта по дисциплине «Эконометрика» для экономических 
специальностей вузов. При изложении учебного материала пред-
полагается, что читатель владеет основами теории вероятностей, 
математической статистики и линейной алгебры в объеме курса 
математики экономического вуза (например, [4], или [5], и [17]). 

Учебник состоит из введения, основного учебного материала 
(гл. 1—11) и приложения (гл. 12—13). 

Во введении дано определение эконометрики, показано ее место 
в ряду математико-статистических и экономических дисциплин. 

В главе 1 изложены основные аспекты эконометрического мо-
делирования, его предпосылки, типы выборочных данных, виды 
моделей, этапы проведения и возникающие при этом проблемы 
моделирования. 

В связи с тем, что основой математического инструментария 
эконометрики является теория вероятностей и математическая 
статистика, в главе 2 представлен краткий обзор ее основных 
понятий и результатов. Следует иметь в виду, что данный обзор 
не может заменить систематического изучения соответствующе-
го вузовского курса. 

В главах 3,4 рассмотрены классические линейные регресси-
онные модели: в главе 3 — парные регрессионные модели, на 
примере которых наиболее доступно и наглядно удается просле-
дить базовые понятия регрессионного анализа, выяснить основ-
ные предпосылки классической модели, дать оценку ее парамет-
ров и геометрическую интерпретацию; в главе 4 — обобщение 
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регрессии на случай нескольких объясняющих переменных. 
Применение в главе 4 аппарата матричной алгебры позволяет 
дать компактное описание и анализ множественной регрессии, 
доказательство ее основных положений. 

В главе 5 рассмотрен ряд проблем, связанных с использованием 
регрессионных моделей, таких, как мультиколлинеарность, фик-
тивные переменные, линеаризация модели, частная корреляция. 

В главе 6 даны общие понятия и проанализированы вопро-
сы, связанные с временными (динамическими) рядами и ис-
пользованием их моделей для прогнозирования. 

В главе 7 представлены обобщенная линейная модель множе-
ственной регрессии и обобщенный метод наименьших квадратов. 
Исследуется комплекс вопросов, связанных с нарушением пред-
посылок классической модели регрессии — гетероскедастично-
стью и автокоррелированностью остатков временного ряда, их 
тестированием и устранением, идентификацией временного ряда.  

Глава 8 посвящена рассмотрению стохастических регрессо-
ров и использованию специальных методов инструментальных 
переменных. Здесь же дано описание специальных моделей вре-
менных рядов (авторегрессионных, скользящей средней, с рас-
пределенными лагами и их модификаций), позволяющих наибо-
лее эффективно решать задачи анализа и прогнозирования вре-
менных рядов. 

В главе 9 изучены эконометрические модели, выраженные 
системой одновременных уравнений. Рассмотрены проблемы 
идентифицируемости параметров модели, косвенный и трехша-
говый метод наименьших квадратов. 

В главе 10 отражены проблемы спецификации эконометри-
ческих моделей. 

В новой главе 11, включенной дополнительно в т р е т ь е  
издание учебника, приводятся модели, основанные на панельных 
(пространственно-временных) данных, и модели с ограничения-
ми на значения зависимой переменной и отбор наблюдений в 
выборку. 

В главах (1—11) авторы ограничились рассмотрением в ос-
новном линейных эконометрических моделей как наиболее про-
стых и обладающих меньшим риском получения значительных 
ошибок прогноза. По той же причине изучение временных рядов 
было ограничено рассмотрением в основном стационарных рядов. 

Учитывая матричную форму изложения в учебнике вопросов 
множественной регрессии, в приложении (главе 12) приведены 
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основные сведения из линейной алгебры. Кроме того, в главе 13
рассмотрено применение компьютерных пакетов для оценива-
ния эконометрических моделей, а также проведение экспери-
мента по методу Монте-Карло, основанного на компьютерном 
моделировании случайных величин. 

Изложение материала сопровождается иллюстрирующими 
его примерами и задачами. Решение этих задач проводится либо 
«вручную» — для отработки соответствующих методов их реше-
ния, либо с помощью компьютерного эконометрического пакета 
«Econometric Views». При подготовке задач были использованы 
различные пособия и методические материалы. Часть задач со-
ставлена авторами специально для учебника. Задачи с решения-
ми приводятся в основном тексте данной главы, а задачи для 
самостоятельной работы — в конце главы в рубрике «Упражне-
ния». (Нумерация задач по главе — единая.) 

Необходимые для решения задач математико-статистические 
таблицы даны в приложении. В конце книги приведен разверну-
тый предметный указатель основных понятий курса. 

Авторы выражают глубокую благодарность проф. В.С. Мхитаряну
и проф. Ю.С. Хохлову за рецензирование рукописи и сделан-
ные ими замечания. 

Авторы учебника: 

профессор Н.Ш. Кремер — предисловие, гл. 1 (§ 1.5, 1.6), 2—6, 
12 и введение, гл 7 (совместно Б.А. Путко); 

доцент Б.А. Путко — гл. 1 (§ 1.1—1.4), 8—11, 13 и введение, 
гл. 7 (совместно с Н.Ш. Кремером). 
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Введение

Последние десятилетия эконометрика как научная дисцип-
лина стремительно развивается. Растет число научных публика-
ций и исследований с применением эконометрических методов. 
Свидетельством всемирного признания эконометрики является 
присуждение за наиболее выдающиеся разработки в этой облас-
ти Нобелевских премий по экономике Р. Фришу и Я. Тинбергу 
(1969), Л. Клейну (1980), Т. Хаавельмо (1989), Дж. Хекману и 
Д. Макфаддену (2000). 

Язык экономики все больше становится языком математики, 
а экономику все чаще называют одной из наиболее математизи-
рованных наук. 

Достижения современной экономической науки предъявля-
ют новые требования к высшему профессиональному образова-
нию экономистов. Современное экономическое образование, — ут-
верждает директор ЦЭМИ РАН академик В. Л. Макаров, — 
держится на трех китах: макроэкономике, микроэкономике и эко-
нометрике. Если в период централизованной плановой эконо-
мики упор делался на балансовых и оптимизационных методах 
исследования, на описании «системы функционирования социа-
листической экономики», построении оптимизационных моде-
лей отраслей и предприятий, то в период перехода к рыночной 
экономике возрастает роль эконометрических методов. Без зна-
ния этих методов невозможно ни исследование и теоретическое 
обобщение эмпирических зависимостей экономических пере-
менных, ни построение сколько-нибудь надежного прогноза в 
банковском деле, финансах или бизнесе. 

Единое общепринятое определение эконометрики в настоя-
щее время отсутствует. Сам термин «эконометрика»1 был введен 
в 1926 г. норвежским ученым Р. Фришем и в дословном перево-
де означает «эконометрические измерения». Наряду с таким 
широким пониманием эконометрики, порождаемым переводом 
самого термина, встречается и весьма узкая трактовка эконо-
метрики как набора математико-статистических методов, ис-
пользуемых в приложениях математики в экономике. 

1 В литературе используется и другой, менее употребительный, термин «эконо-

метрия».
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Приводимые ниже определения и высказывания известных 
ученых позволяют получить представление о различных толко-
ваниях эконометрики. 

Эконометрика — это раздел экономики, занимающийся разра-

боткой и применением статистических методов для измерений 

взаимосвязей между экономическими переменными (С. Фишер и др.).
Основная задача эконометрики — наполнить эмпирическим со-

держанием априорные экономические рассуждения (Л. Клейн).
Цель эконометрики — эмпирический вывод экономических за-

конов (Э. Маленво).
Эконометрика является не более чем набором инструментов, 

хотя и очень полезных… Эконометрика является одновременно на-

шим телескопом и нашим микроскопом для изучения окружающего 

экономического мира (Ц. Грилихес).
Р. Фриш указывает на то, что эконометрика есть единство 

трех составляющих — статистики, экономической теории и ма-

тематики.

С.А. Айвазян полагает, что эконометрика объединяет сово-
купность методов и моделей, позволяющих на базе экономиче-

ской теории, экономической статистики и математико-

статистического инструментария придавать количественные 
выражения качественным зависимостям. 

Основные результаты экономической теории носят качест-
венный характер, а эконометрика вносит в них эмпирическое со-

держание. Математическая экономика выражает экономические 
законы в виде математических соотношений, а эконометрика 

осуществляет опытную проверку этих законов. Экономическая 
статистика дает информационное обеспечение исследуемого про-
цесса в виде исходных (обработанных) статистических данных и 
экономических показателей, а эконометрика, используя традици-
онные математико-статистические и специально разработанные 
методы, проводит анализ количественных взаимосвязей между эти-

ми показателями.

Многие базовые понятия эконометрики имеют два определе-
ния — «экономическое» и «математическое». Подобная двойст-
венность имеет место и в формулировках результатов. Характер 
научных работ по эконометрике варьируется от «классических» 
экономических работ, в которых почти не используется матема-
тический аппарат, до солидных математических трудов, исполь-
зующих достаточно тонкий аппарат современной математики. 
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Экономическая составляющая эконометрики, безусловно, яв-
ляется первичной. Именно экономика определяет постановку 
задачи и исходные предпосылки, а результат, формируемый на 
математическом языке, представляет интерес лишь в том случае, 
если удается его экономическая интерпретация. В то же время 
многие эконометрические результаты носят характер математи-
ческих утверждений (теорем). 

Широкому внедрению эконометрических методов способство-
вало появление во второй половине XX в. электронных вычисли-
тельных машин и в частности персональных компьютеров. Ком-
пьютерные эконометрические пакеты сделали эти методы более 
доступными и наглядными, так как наиболее трудоемкую (ру-
тинную) работу по расчету различных статистик, параметров, 
характеристик, построению таблиц и графиков в основном стал 
выполнять компьютер, а эконометристу осталась главным обра-
зом творческая работа: постановка задачи, выбор соответствую-
щей модели и метода ее решения, интерпретация результатов. 
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Глава 1

Основные аспекты эконометрического

моделирования

1.1. Введение в эконометрическое
моделирование

Рассмотрим следующую ситуацию. Допустим, мы хотим про-
дать автомобиль и решили дать объявление о продаже в газете 
«Из рук в руки». Естественно, перед нами встает вопрос: какую 
цену указать в объявлении? 

Очевидно, мы будем руководствоваться информацией о це-
не, которую выставляют другие продавцы подобных автомоби-
лей. Что значит «подобные автомобили»? — Очевидно, это ав-
томобили, обладающие близкими значениями таких факторов, 
как год выпуска, пробег, мощность двигателя. Проглядев колон-
ку объявлений, мы формируем свое мнение о рынке интере-
сующего нас товара и, возможно, после некоторого размышле-
ния, назначаем цену. 

На этом простейшем примере на самом деле можно просле-
дить основные моменты эконометрического моделирования. 
Рассмотрим наши действия более формализованно. 

Мы ставим задачу определить цену — величину, формируе-
мую под воздействием некоторых факторов (года выпуска, про-
бега и т. д.). Такие зависимые величины обычно называются 
зависимыми (объясняемыми) переменными, а факторы, от кото-
рых они зависят, — объясняющими.

Формируя общее мнение о состоянии рынка, мы обращаем-
ся к интересующему нас объекту и получаем ожидаемое значе-
ние зависимой переменной при заданных значениях объясняю-
щих переменных. 

Указанная конкретная цена — наблюдаемое значение зависи-
мой переменной зависит также и от случайных явлений — таких, 
например, как характер продавца, его потребность в конкретной 
денежной сумме, возможные сроки продажи автомобиля и др. 
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Продавец-одиночка вряд ли будет строить какую-либо мате-
матическую модель, но менеджер крупного салона, специализи-
рующегося на торговле автомобилями на вторичном рынке, 
скорее всего, захочет иметь более точное представление об ожи-
даемой цене и о возможном поведении случайной составляю-
щей. Следующий шаг и есть эконометрическое моделирование. 

Общим моментом для любой эконометрической модели явля-
ется разбиение зависимой переменной на две части — объясненную и 
случайную. Сформулируем задачу моделирования самым общим, 
неформальным образом: на основании экспериментальных данных 
определить объясненную часть и, рассматривая случайную состав-
ляющую как случайную величину, получить (возможно, после неко-
торых предположений) оценки параметров ее распределения.

Таким образом, эконометрическая модель имеет следующий вид: 

Наблюдаемое 
значение зави-
симой перемен-

ной

=

Объясненная часть, зави-
сящая от значений объ-
ясняющих переменных 

+
Случайная со-
ставляющая

Y = f(X) +              �.      (1.1)

Остановимся теперь на целях моделирования. Предположим, 
получено следующее выражение для объясненной части пере-
менной Y — цены автомобиля: 

1 2
18000 1000 0 5� ,y x x= − − ,

где �y — ожидаемая цена автомобиля (в усл. ден. ед., здесь и далее у.е.); 

Х1 — срок эксплуатации автомобиля (в годах); 
Х2 — пробег (в тыс. км)1.
Каково практическое применение полученного результата? 

Очевидно, во-первых, он позволяет понять: как именно форми-
руется рассматриваемая экономическая переменная — цена на 
автомобиль. Во-вторых, он дает возможность выявить влияние 
каждой из объясняющих переменных на цену автомобиля (так, в 
данном случае цена нового автомобиля (при x1=0, x2=0)
18000 у.е., при этом только за счет увеличения срока эксплуата-
ции на 1 год цена автомобиля уменьшается в среднем на 
1000 у.е., а только за счет увеличения пробега на 1 тыс. км — на 
0,5 у.е.). В третьих, что, пожалуй, наиболее важно, этот резуль-
тат позволяет п р о г н о з и р о в а т ь  цену на автомобиль, 

1

Переменные обозначаем прописными буквами латинского алфавита, а их зна-

чения — строчными.
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если известны его основные параметры. Теперь менеджеру не 
составит большого труда определить ожидаемую цену вновь по-
ступившего для продажи автомобиля, даже если его год выпуска 
и пробег не встречались ранее в данном салоне. 

1.2. Основные математические предпосылки
эконометрического моделирования 

Пусть имеется р объясняющих переменных Х1,…, Хp и зави-
симая переменная Y. Переменная Y является случайной величи-

ной, имеющей при заданных значениях факторов некоторое рас-
пределение. Если случайная величина Y непрерывна, то можно 
считать, что ее распределение при каждом допустимом наборе 
значений факторов (х1, х2,…, хp) имеет условную плотность 

)(
,...,,

21

yf
p

xxx

.

Обычно делается некоторое предположение относительно 
распределения Y. Чаще всего предполагается, что условные рас-
пределения Y при каждом допустимом значении факторов — 
нормальные. Подобное предположение позволяет получить зна-
чительно более «продвинутые» результаты. Впрочем, заметим 
здесь же, что порой предположение о нормальности условных 
распределений Y приходится отвергнуть. 

Объясняющие переменные Xj (j = 1,…, p) могут считаться как 
случайными, так и детерминированными, т. е. принимающими 
определенные значения. Проиллюстрируем этот тезис на уже 
рассмотренном примере продажи автомобилей. Мы можем за-
ранее определить для себя параметры автомобиля и искать объ-
явления о продаже автомобиля с такими параметрами. В этом 
случае неуправляемой, случайной величиной остается только 
зависимая переменная — цена. Но мы можем также случайным 
образом выбирать объявления о продаже, в этом случае пара-
метры автомобиля — объясняющие переменные — также оказы-
ваются случайными величинами. 

Классическая эконометрическая модель рассматривает объ-
ясняющие переменные Xj как детерминированные, однако, как 
мы увидим в дальнейшем, основные результаты статистического 
исследования модели остаются в значительной степени теми же, 
что и в случае, если считать Xj случайными переменными. 
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Объясненная часть — обозначим ее Yе — в любом случае 
представляет собой функцию от значений факторов — объяс-
няющих переменных: 

),...,(
1 pe

XXfY = .

Таким образом, эконометрическая модель имеет вид 

�+= ),...,(
1 p

XXfY .

Наиболее естественным выбором объясненной части случай-
ной величины Y является ее среднее значение — условное мате-

матическое ожидание )(
...,,,

21

YM
p

xxx

, полученное при данном 

наборе значений объясняющих переменных (х1, х2,…, хр). (В 
дальнейшем математическое ожидание будем обозначать Мх (Y).) 
В самом деле, по своему смыслу объясненная часть — это ожи-
даемое значение зависимой переменной при заданных значени-
ях объясняющих. 

Уравнение Мх (Y) = f(х1,…, хp) называется уравнением регрессии.

При таком естественном выборе объясненной части эконо-
метрическая модель имеет вид 

Y = Mх(Y) + �, (1.2)

где � — случайная величина, называемая возмущением или ошиб-

кой. В курсе математической статистики уравнение (1.2) называ-
ется уравнением регрессионной модели.

Сразу же отметим, что эконометрическая модель н е  
о б я з а т е л ь н о  является регрессионной, т.е.  объясненная 
часть не всегда представляет собой условное математическое 
ожидание зависимой переменной.  

Рассмотрим, например, следующую задачу: определить зави-
симость затрат Y на какой-либо товар от дохода X. Допустим, 
имеются данные опроса ста человек и сто пар чисел (х1, y1),…,
(x100, y100). Анализируя эти данные, мы получаем (отложим пока 
вопрос — каким образом) зависимость Ye = f(X). 

Однако может оказаться, что данные о доходе, полученные в 
результате опроса, на самом деле являются искаженными, — 
например, в среднем заниженными, т.е. объясняющие перемен-
ные измеряются с с и с т е м а т и ч е с к и м и  о ш и б к а м и.

В этом случае люди, действительно обладающие доходом Х, бу-
дут на самом деле тратить на исследуемый товар в среднем ве-
личину, меньшую, чем f(X), т.е. в рассмотренном примере объ-

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



13

ясненная часть не есть условное математическое ожидание зави-
симой переменной. 

Систематические ошибки измерения объясняющих перемен-
ных — одна из возможных причин того, что эконометрическая 
модель не является регрессионной. В экономических исследова-
ниях подобная ситуация встречается достаточно часто. Одним 
из возможных путей устранения этого, как правило, довольно 
неприятного обстоятельства, является выбор других объясняю-
щих переменных (эти вопросы рассматриваются в гл. 8 настоя-
щего учебника). 

С математической точки зрения регрессионные модели ока-
зываются существенно более простым объектом, чем экономет-
рическая модель общего типа. Отметим здесь некоторые свойст-
ва регрессионной модели. 

Рассмотрим равенство Y = Мх (Y) + � и возьмем от обеих 
частей математическое ожидание при заданном наборе значений 
объясняющих переменных X. В этом случае Мх (Y) есть числовая 
величина, равная своему математическому ожиданию, и мы по-
лучаем равенство 

  Мх (�) = 0  (1.3)

(а значит, и М (�) = 0), т.е. в регрессионной модели ожидаемое 
значение случайной ошибки равно нулю. Можно показать, что 
отсюда следует (если объясняющие переменные рассматривают-
ся как случайные величины) некоррелированность случайных оши-
бок и объясняющих переменных X. Это обстоятельство оказывается 
наиболее существенным условием состоятельности получаемых 
количественных результатов анализа эконометрической модели. 

1.3. Эконометрическая модель
и экспериментальные данные 

Чтобы получить достаточно достоверные и информативные 
данные о распределении какой-либо случайной величины, необ-
ходимо иметь выборку ее наблюдений достаточно большого объ-
ема. Выборка наблюдений зависимой переменной Y и объяс-
няющих переменных Xj (j = 1,…, р) является отправной точкой 
любого эконометрического исследования. 

Такие выборки представляют собой наборы значений (xi1,…, 
xiр; yi), где i = 1,…,n; р — количество объясняющих переменных, 
n — число наблюдений. 
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Как правило, число наблюдений n достаточно велико (десят-
ки, сотни) и значительно превышает число р объясняющих пе-
ременных. Проблема, однако, заключается в том, что наблюде-
ния yi, рассматриваемые в разных выборках как с л у ч а й -
н ы е  величины Yi и получаемые при различных наборах значе-
ний объясняющих переменных Xj, имеют, вообще говоря, раз-
личное распределение. А это означает, что для каждой случай-
ной величины Yi мы имеем всего лишь одно наблюдение. Разу-
меется, на основании одного наблюдения никакого адекватного 
вывода о распределении случайной величины сделать нельзя, и 
нужны дополнительные предположения. 

В классическом курсе эконометрики рассматривается три 
типа выборочных данных. 

Пространственная выборка или пространственные данные

(crоss-sectional data). В экономике под пространственной выбор-

кой понимают набор показателей экономических переменных, 
полученный в данный момент времени. Для эконометриста, од-
нако, такое определение не очень удобно — из-за неоднознач-
ности понятия «момент времени». Это может быть и день, и не-
деля, и год. Очевидно, о пространственной выборке имеет 
смысл говорить в том случае, если все наблюдения получены 
примерно в неизменных условиях, т. е. представляют собой на-
бор независимых выборочных данных из некоторой генеральной 
совокупности. 

Таким образом, мы будем называть пространственной выбор-

кой серию из n н е з а в и с и м ы х наблюдений (р+1)-мерной 
случайной величины (X1,…,Xp; Y). (При этом в дальнейшем мож-
но не рассматривать Xj как случайные величины.) В этом случае 
различные случайные величины Yi оказываются между собой 
независимыми, что влечет за собой некоррелированность их 
возмущений, т. е. 

  r (�i, �j) = 0 при i = j, (1.4)

где r (�i, �j) — коэффициент корреляции между возмущениями �i
и �j.

Условие (1.4) существенно упрощает модель и ее статистический 
анализ. 

Как определить, является ли выборка серией независимых 
наблюдений? — На этот вопрос нет однозначного ответа. Фор-
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мальное определение независимости случайных величин, как 
правило, оказывается реально непроверяемым. Обычно за неза-
висимые принимаются величины, не связанные п р и ч и н н о. 
Однако на практике далеко не всегда вопрос о независимости 
оказывается бесспорным. 

Вернемся к примеру о продаже машины (см. § 1.1).

Пусть Y — цена машины, Х — год выпуска, а (x1, y1),…,  
(xn, yn) — серия данных, полученная из газеты «Из рук в руки». 
Можно ли считать эти наблюдения независимыми? 

Различные продавцы не знакомы между собой, они дают свои 
объявления независимо друг от друга, так что предположение о не-
зависимости наблюдений выглядит вполне разумно. С другой сто-
роны, человек, назначающий цену за свой автомобиль, руководству-
ется ценами предыдущих объявлений, так что и возражение против 
независимости наблюдений также имеет право на существование. 

Из этого можно сделать вывод, что решение о пространст-
венном характере выборки в известной степени субъективно и 
связано с условиями используемой модели. Впрочем, то же са-
мое можно сказать о многих предположениях, которые делаются 
в математической статистике и особенно ее приложениях. 

Итак, эконометрическая модель, построенная на основе про-
странственной выборки экспериментальных данных (xi, yi), имеет вид: 

,)(
iii

xfy �+= i = 1,…, n, (1.5)

где ошибки регрессии удовлетворяют условиям 

                                       0)( =�
i

� , (1.6)

    ,0),( =��
ji

r (1.7)

         2

)(
ii

D �=� . (1.8)

Что касается условия (1.8), то здесь возможны два случая: 

а) 22

ji
�=�  при всех i и j. Свойство постоянства дисперсий 

ошибок регрессии называется гомоскедастичностъю. В этом слу-
чае распределения случайных величин Yi отличаются только 
значением математического ожидания (объясненной части); 

б) 22

ji
��� . В этом случае имеет место гетероскедастичностъ

модели. Гетероскедастичность «портит» многие результаты стати-
стического анализа и, как правило, требует устранения. (Под-
робнее об этом см. в гл. 7.)
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Как определить, является ли изучаемая модель гомо- или ге-
тероскедастичной? — В некоторых случаях это достаточно оче-
видно. Например, цена автомобиля, которому пятнадцать лет, 
вряд ли может подняться выше 2000 у.е., так что стандартная 
ошибка цены в этом случае вряд ли может быть больше, чем 
300—400 у.е. Между тем автомобиль, которому два года, может 
стоить и 7000, и 17 000 у.е., т.е. стандартная ошибка заведомо не 
меньше 1500—2000 у.е. 

Однако во многих случаях гетероскедастичность модели да-

леко не столь очевидна, и требуется применение методов мате-

матической статистики для принятия решения о том, какой тип 

модели будет рассматриваться. 

Временной (динамический) ряд (time-series data). Временным 

(динамическим) рядом называется выборка наблюдений, в кото-

рой важны не только сами наблюдаемые значения случайных 

величин, но и п о р я д о к  их следования друг за другом. Чаще 

всего упорядоченность обусловлена тем, что экспериментальные 

данные представляют собой серию наблюдений одной и той же 

случайной величины в последовательные моменты времени. В 

этом случае динамический ряд называется временным рядом. При 

этом предполагается, что тип распределения наблюдаемой слу-

чайной величины остается одним и тем же (например, нормаль-

ным), но параметры его меняются в зависимости от времени. 

Модели временных рядов, как правило, оказываются слож-

нее моделей пространственной выборки, так как наблюдения в 

случае временного ряда вообще говоря н е  я в л я ю т с я  

н е з а в и с и м ы м и, а это значит, что ошибки регрессии мо-

гут коррелировать друг с другом, т. е. условие (1.4)  вообще го-

воря не выполняется. В последующих главах мы увидим, что 

невыполнение условия (1.4) значительно усложняет статистиче-

ский анализ модели. 

Следует особенно отметить, что имея только ряд наблюде-

ний без понимания их природы, невозможно определить, имеем 

мы дело с пространственной выборкой или временным рядом. 

Пусть, например, имеется 500 пар чисел (x1, y1),…, (x500, y500),

где Y — цена автомобиля, а Х — год выпуска. Данные взяты из 

газеты «Из рук в руки». Возможны следующие варианты: 

1) n газет было упорядочено по дате их выпуска, и из каж-

дой газеты было выбрано (случайным образом) по одно-

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



17

му объявлению. — В этом случае мы, очевидно, можем 

считать, что имеем дело с временным рядом; 

2)  газеты были произвольным образом перемешаны, и не-

взирая на дату выпуска случайным образом было отобра-

но п объявлений. — В этом случае мы, скорее всего, мо-

жем считать, что наша выборка — пространственная. 

При этом, вообще говоря, возможно, что в обоих случаях мы 

получим один и тот же набор числовых данных. Более того, тео-

ретически возможно даже и то, что они окажутся в той же по-

следовательности! Однако во втором случае мы должны п о -

с т у л и р о в а т ь  некоррелированность ошибок регрессии 

(выполнение условия (1.4)), между тем как в первом случае по-

добная предпосылка может оказаться неправомерной. 

Панельные (пространственно-временные) данные (рассмотре-

ны в гл. 11). 

1.4. Линейная регрессионная модель 

Пусть определен характер экспериментальных данных и вы-
делен определенный набор объясняющих переменных. 

Для того, чтобы найти объясненную часть, т. е. величину  
Mx(Y), требуется знание условных распределений случайной вели-
чины Y. На практике это почти никогда не имеет места, поэтому 
точное нахождение объясненной части невозможно. 

В таких случаях применяется стандартная процедура сглажи-
вания экспериментальных данных, подробно описанная, напри-
мер, в [1]. Эта процедура состоит из двух этапов: 

1)  определяется параметрическое семейство, к которому 
принадлежит искомая функция Мx(Y) (рассматриваемая 
как функция от значений объясняющих переменных X). 
Это может быть множество линейных функций, показа-
тельных функций и т.д.; 

2)  находятся оценки параметров этой функции с помощью 
одного из методов математической статистики. 

Формально никаких способов выбора параметрического се-
мейства не существует. Однако в подавляющем большинстве слу-
чаев эконометрические модели выбираются  л и н е й н ы м и. 

Кроме вполне очевидного преимущества линейной модели — 
ее относительной простоты, — для такого выбора имеются, по 
крайней мере, две существенные причины. 
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Первая причина: если случайная величина (X, Y) имеет совмест-
ное нормальное распределение, то, как известно, уравнения регрессии 
линейные (см. § 2.5). Предположение о нормальном распределении 
является вполне естественным и в ряде случаев может быть обосно-
вано с помощью предельных теорем теории вероятностей (см. § 2.6).

В других случаях сами величины Y или Х могут не иметь 
нормального распределения, но некоторые функции от них рас-
пределены нормально. Например, известно, что логарифм дохо-
дов населения — нормально распределенная случайная величи-
на. Вполне естественно считать нормально распределенной слу-
чайной величиной пробег автомобиля. Часто гипотеза о нор-
мальном распределении принимается во многих случаях, когда 
нет явного ей противоречия, и, как показывает практика, по-
добная предпосылка оказывается вполне разумной. 

Вторая причина, по которой линейная регрессионная модель 
оказывается предпочтительнее других, — это меньший риск зна-
чительной ошибки прогноза.

0 x

y

Рис. 1.1 

Рис. 1.1 иллюстрирует два выбора функции регрессии — ли-
нейной и квадратичной. Как видно, имеющееся множество экс-
периментальных данных (точек) парабола сглаживает, пожалуй, 
даже лучше, чем прямая. Однако парабола быстро удаляется от 
корреляционного поля и для добавленного наблюдения (обозна-
ченного крестиком) теоретическое значение может очень значи-
тельно отличаться от эмпирического. 

Можно придать точный математический смысл этому утвер-
ждению: ожидаемое значение ошибки прогноза, т.е. математиче-
ское ожидание квадрата отклонения наблюдаемых значений от 
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сглаженных (или теоретических) M (Yнабл – Yтеор)2 оказывается 
меньше в том случае, если уравнение регрессии выбрано линейным.

В настоящем учебнике мы в основном будем рассматривать 
л и н е й н ы е  регрессионные модели, и, по мнению авторов, 
это вполне соответствует той роли, которую играют линейные 
модели в эконометрике. 

Наиболее хорошо изучены линейные регрессионные модели, 
удовлетворяющие условиям (1.6), (1.7) и свойству постоянства 
дисперсии ошибок регрессии, — они называются классическими 
моделями.

Заметим, что условиям классической регрессионной модели 
удовлетворяют и гомоскедастичная модель пространственной 
выборки, и модель временного ряда, наблюдения которого не 
коррелируют, а дисперсии постоянны. С математической точки 
зрения они действительно неразличимы (хотя могут значительно 
различаться экономические интерпретации полученных матема-
тических результатов). 

Подробному рассмотрению классической регрессионной моде-
ли посвящены гл. 3, 4 настоящего учебника. Практически весь по-
следующий материал посвящен моделям, которые так или иначе 
могут быть сведены к классической. Часто раздел эконометрики, 
изучающий классические регрессионные модели, называется 
«Эконометрикой-1», в то время как курс «Эконометрика-2» охва-
тывает более сложные вопросы, связанные с временными рядами, 
а также более сложными, существенно нелинейными моделями. 

1.5. Система одновременных уравнений 

До сих пор мы рассматривали эконометрические модели, за-
даваемые уравнениями, выражающими зависимую (объясняе-
мую) переменную через объясняющие переменные. Однако ре-
альные экономические объекты, исследуемые с помощью эко-
нометрических методов, приводят к расширению понятия эко-
нометрической модели, описываемой системой регрессионных 
уравнений и тождеств1.

Особенностью этих систем является то, что каждое из урав-
нений системы, кроме «своих» объясняющих переменных, может 
включать объясняемые переменные из других уравнений. Таким 

1 В отличие от регрессионных уравнений тождества не содержат подлежащих 

оценке параметров модели и не включают случайной составляющей. 
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образом, мы имеем не одну зависимую переменную, а набор 
зависимых (объясняемых) переменных, связанных уравнениями 
системы. Такую систему называют также системой одновремен-
ных уравнений, подчеркивая тот факт, что в системе одни и те же 
переменные одновременно рассматриваются как зависимые в од-
них уравнениях и независимые в других. 

Системы одновременных уравнений наиболее полно описы-
вают экономический объект, содержащий множество взаимосвя-
занных эндогенных (формирующихся внутри функционирования 
объекта) и экзогенных (задаваемых извне) переменных. При этом 
в качестве эндогенных и экзогенных могут выступать лаговые
(взятые в предыдущий момент времени) переменные. 

Классическим примером такой системы является модель 
спроса Qd и предложения Q s (см. § 9.1), когда спрос на товар 
определятся его ценой Р и доходом потребителя I, предложение 
товара — его ценой Р и достигается равновесие между спросом 
и предложением: 

1321
�+�+�+�= IPQ

d

;

254
�+�+�= PQ

s

;

sd

QQ = .

В этой системе экзогенной переменной выступает доход по-
требителя I, а эндогенными — спрос (предложение) товара 

QQQ
sd

==  и цена товара (цена равновесия) Р.

В другой модели спроса и предложения в качестве объясняю-

щей предложение s

t
Q переменной может быть не только цена това-

ра Р в данный момент времени t, т.е. Pt, но и цена товара в преды-
дущий момент времени Рt – 1, т.е. лаговая эндогенная переменная: 

21654
�+�+�+�=

−tt

s

t
PPQ .

Обобщая изложенное, можно сказать, что эконометрическая 
модель позволяет объяснить поведение эндогенных переменных в 
зависимости от значений экзогенных и лаговых эндогенных пере-
менных (иначе — в зависимости от предопределенных, т.е. заранее 
определенных, переменных). 

Завершая рассмотрение понятия эконометрической модели, 
следует отметить следующее. Не всякая экономико-математическая 
модель, представляющая математико-статистическое описание 
исследуемого экономического объекта, может считаться эконо-
метрической. Она становится эконометрической только в том 
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случае, если будет отражать этот объект на основе характери-
зующих именно его эмпирических (статистических) данных.

1.6. Основные этапы и проблемы
эконометрического моделирования 

Можно выделить шесть основных этапов эконометрического 
моделирования: постановочный, априорный, этап параметриза-
ции, информационный, этапы идентификации и верификации 
модели [2].  

Остановимся подробнее на каждом из этих этапов и рас-
смотрим проблемы, связанные с их реализацией. 

1-й этап (постановочный). Формируется цель исследования, 
набор участвующих в модели экономических переменных. 

В качестве цели эконометрического моделирования обычно 
рассматривают анализ исследуемого экономического объекта 
(процесса); прогноз его экономических показателей, имитацию
развития объекта при различных значениях экзогенных пере-
менных (отражая их случайный характер, изменение во време-
ни), выработку управленческих решений.

При выборе экономических переменных необходимо теоре-
тическое обоснование каждой переменной (при этом рекомен-
дуется, чтобы число их было не очень большим и, как минимум, 
в несколько раз меньше числа наблюдений). Объясняющие пе-
ременные не должны быть связаны функциональной или тесной 
корреляционной зависимостью, так как это может привести к 
невозможности оценки параметров модели или к получению 
неустойчивых, не имеющим реального смысла оценок, т. е. к 
явлению мультиколлинеарности (см. об этом гл. 5).

Забегая вперед, отметим, что для отбора переменных могут 
быть использованы различные методы, в частности процедуры 
пошагового отбора переменных (§ 5.2). А для оценки влияния ка-
чественных признаков (например, пол, образование и т. п.) мо-
гут быть использованы фиктивные переменные (§ 5.3). Но в лю-
бом случае определяющим при включении в модель тех или 
иных переменных является экономический (качественный) ана-
лиз исследуемого объекта. 

2-й этап (априорный). Проводится анализ сущности изучае-
мого объекта, формирование и формализация априорной (из-
вестной до начала моделирования) информации. 
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3-й этап (параметризация). Осуществляется непосредственно 
моделирование, т.е. выбор общего вида модели, выявление вхо-
дящих в нее связей. 

Основная задача, решаемая на этом этапе, — выбор вида 
функции f(X) в эконометрической модели (1.1), в частности, 
возможность использования линейной модели как наиболее 
простой и надежной (о некоторых вопросах линеаризации моде-
ли см. § 5.5). Весьма важной проблемой на этом (и предыду-
щих) этапе эконометрического моделирования является проблема 
спецификации модели (см. гл. 10), в частности: выражение в мате-
матической форме обнаруженных связей и соотношений; установ-
ление состава экзогенных и эндогенных переменных, в том чис-
ле лаговых; формулировка исходных предпосылок и ограниче-
ний модели. От того, насколько удачно решена проблема спе-
цификации модели, в значительной степени зависит успех всего 
эконометрического моделирования. 

4-й этап (информационный). Осуществляется сбор необходи-
мой статистической информации — наблюдаемых значений эко-
номических переменных 

(xi1, xi2,…,xip; yi1,yi2,…,yiq), i = 1,…, n.

Здесь могут быть наблюдения, полученные как с участием 
исследователя, так и без его участия (в условиях активного или 
пассивного эксперимента).

5-й этап (идентификация модели). Осуществляется стати-
стический анализ модели и оценка ее параметров. Реализации 
этого этапа посвящена основная часть учебника. 

С проблемой идентификации модели не следует путать про-
блему ее идентифицируемости (гл. 9), т. е. проблему возможности 
получения однозначно определенных параметров модели, задан-
ной системой одновременных уравнений (точнее, параметров 
структурной формы модели, раскрывающей механизм формиро-
вания значений эндогенных переменных, по параметрам приве-
денной формы модели, в которой эндогенные переменные непо-
средственно выражаются через предопределенные переменные). 

6-й этап (верификация модели). Проводится проверка истин-
ности, адекватности модели. Выясняется, насколько удачно ре-
шены проблемы спецификации, идентификации и идентифици-
руемости модели, какова точность расчетов по данной модели, в 
конечном счете, насколько соответствует построенная модель 
моделируемому реальному экономическому объекту или процес-
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су. Обсуждение указанных вопросов проводится в большинстве 
глав настоящего учебника. 

Следует заметить, что если имеются статистические данные, 
характеризующие моделируемый экономический объект в дан-
ный и предшествующие моменты времени, то для верификации 
модели, построенной для прогноза, достаточно сравнить реаль-
ные значения переменных в последующие моменты времени с 
соответствующими их значениями, полученными на основе рас-
сматриваемой модели по данным предшествующих моментов. 

Приведенное выше разделение эконометрического модели-
рования на отдельные этапы носит в известной степени услов-
ный характер, так как эти этапы могут пересекаться, взаимно 
дополнять друг друга и т. п. 

Прежде чем изучать основные разделы эконометрики — 
классическую и обобщенную модели регрессии, временные ря-
ды и системы одновременных уравнений, модели с различными 
типами выборочных данных (гл. 3—11), рассмотрим в следую-
щей главе (гл. 2) основные понятия теории вероятностей и ма-
тематической статистики, составляющие основу математическо-
го инструментария эконометрики. Подготовленный соответст-
вующим образом читатель может сразу перейти к изучению гл. 3.
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Глава 2

Элементы теории вероятностей

и математической статистики 

В этой главе приводится к р а т к и й  о б з о р  основных 
понятий и результатов теории вероятностей и математической 
статистики, которые используются в курсе эконометрики. Цель 
этой главы — напомнить читателю некоторые сведения, но ни-
как не заменить изучение курса теории вероятностей и матема-
тической статистики, например, в объеме учебника [17]. 

2.1. Случайные величины
и их числовые характеристики 

Вероятностью Р(А) события А называется численная мера 
степени объективной возможности появления этого события.

Согласно классическому определению вероятность события
А равна отношению числа случаев m, благоприятствующих ему, к 
общему числу случаев n, т.е. Р(А)= m/n. При определенных усло-
виях в качестве оценки вероятности события Р(А) может быть 
использована статистическая вероятность Р*(А), т. е. относи-
тельная частота (частость) W(А) появления события А в n произ-
веденных испытаниях. 

Одним из важнейших понятий теории вероятностей является 
понятие случайной величины. 

Под случайной величиной понимается переменная, которая в 
результате испытания в зависимости от случая принимает одно 
из возможного множества своих значений (какое именно — за-
ранее не известно). 

Более строго случайная величина Х определяется как функция,
заданная на множестве элементарных исходов (или в пространст-
ве элементарных событий), т.е. 

( ),�= f�

где � — элементарный исход (или элементарное событие, при-
надлежащее пространству � , т. е. ��� ).
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Для дискретной случайной величины множество � возмож-

ных значений случайной величины, т.е. функции ( ),�f  конечно 

или счетно1, для непрерывной — бесконечно и несчетно. 

П р и м е р ы  случайных величин: 

Х — число родившихся детей в течение суток в г. Москве; 

Y— число произведенных выстрелов до первого попадания; 

Z — дальность полета артиллерийского снаряда. 

Здесь X, Y — дискретные случайные величины, а Z — непре-

рывная случайная величина. 

Наиболее полным, исчерпывающим описанием случайной 

величины является ее закон распределения. 

Законом распределения случайной величины называется всякое 

соотношение, устанавливающее связь между возможными значения-

ми случайной величины и соответствующими им вероятностями. 

Для дискретной случайной величины закон распределения 

может быть задан в виде таблицы, аналитически (в виде форму-

лы) и графически. 

Например,

х1 х2 … xi … xn
X:

p1 p2 … pi … pn

или                         Х =
�
�

�

�

�
�

�

�

n

n

p

x

pp

xx

...

...

21

21

.

Такая таблица называется рядом распределения дискретной 

случайной величины. 

Для любой дискретной случайной величины 

                           ( ) .1

11

=== ��

==

n

i

i

n

i

i
pxXP (2.1)

Если по оси абсцисс откладывать значения случайной вели-

чины, по оси ординат — соответствующие их вероятности, то 

получаемая (соединением точек) ломаная называется многоуголь-

ником или полигоном распределения вероятностей.

1

Напомним, что множество называется счетным, если его элементы можно пе-

ренумеровать натуральными числами.

,
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� Пример 2.1. В лотерее разыгрывается: автомобиль стоимо-
стью 5000 ден. ед., 4 телевизора стоимостью 250 ден. ед., 5 ви-
деомагнитофонов стоимостью 200 ден. ед. Всего продается 
1000 билетов по 7 ден. ед. Составить закон распределения чистого 
выигрыша, полученного участником лотереи, купившим один 
билет.

Р е ш е н и е. Возможные значения случайной величины Х — 
чистого выигрыша на один билет — равны 0 – 7 = –7 ден. ед. 
(если билет не выиграл), 200 – 7 = 193, 250 – 7 = 243, 5000 – 7 =  
= 4993 ден. ед. (если на билет выпал выигрыш — видеомагнито-
фон, телевизор или автомобиль соответственно). Учитывая, что 
из 1000 билетов число невыигравших составляет 990, а указан-
ных выигрышей 5, 4 и 1 соответственно; используя классиче-
ское определение вероятности, получим: 

P (X=–7) = 990/1000 = 0,990; P (X=193) = 5/1000=0,005; 

P (X=243) = 4/1000 = 0,004; P (X=4993)=1/1000=0,001, 

т.е. ряд распределения 

хi –7 193 243 4993 
X:

рi 0,990 0,005 0,004 0,001
.

�

 

Две случайные величины называются независимыми, если за-
кон распределения одной из них не меняется от того, какие воз-
можные значения приняла другая величина. 

Закон (ряд) распределения дискретной случайной величины 
дает исчерпывающую информацию о ней, так как позволяет вы-
числить вероятности любых событий, связанных со случайной ве-
личиной. Однако такой закон (ряд) распределения бывает трудно 
обозримым, не всегда удобным (и даже необходимым) для анализа.

Поэтому для описания случайных величин часто использу-
ются их числовые характеристики — числа, в сжатой форме вы-
ражающие наиболее существенные черты распределения случайной 
величины. Наиболее важными из них являются математическое 
ожидание, дисперсия, среднее квадратическое отклонение и др. 
Обращаем внимание на то, что в силу определения, числовые 
характеристики случайных величин являются числами н е с л у -
ч а й н ы м и, определенными. 
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Математическим ожиданием, или средним значением, М(Х)
дискретной случайной величины Х называется сумма произведений 
всех ее значений на соответствующие им вероятности:

                            .)(

1

�

=

=

n

i

ii
pxXM (2.2)

(Для математического ожидания используются также обо-

значения: .)),( XXE

� Пример 2.2. Вычислить М(Х ) для случайной величины Х — 
чистого выигрыша по данным примера 2.1.

Р е ш е н и е. По формуле (2.2)

( ) ,0001,04993004,0243005,0193990,07)( =�+�+�+�−=XM

т.е. средний выигрыш равен нулю. Полученный результат озна-
чает, что вся выручка от продажи билета лотереи идет на выиг-
рыши. �

При n�� математическое ожидание представляет сумму ряда 

�

�

=1i

ii
px , если он абсолютно сходится. 

С в о й с т в а  математического ожидания: 
1) М(С ) = С, где С — постоянная величина; 
2) М(kХ ) = kМ(Х );
3) М(Х ± Y ) = М(Х ) ± М(Y );
4) M(XY ) = M(X )•M(Y ), где X, Y — независимые случайные 

величины; 
5) M(X ± C) = M(X ) ± C;
6) M(X – a) = 0, где a = М(Х ).
Дисперсией D(X) случайной величины Х называется математическое 

ожидание квадрата ее отклонения от математического ожидания:

                         D(X) = M[X – M(X)]2, (2.3)

или                 D(X) = M(X – a)2, где a = M(X). 

(Для дисперсии случайной величины Х используется также 
обозначение Var(X).)

Дисперсия характеризует отклонение (разброс, рассеяние, вариацию)
значений случайной величины относительно среднего значения. 

Если случайная величина Х — дискретная с конечным чис-
лом значений, то 
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                           ( )�

=

−=

n

i

ii
p�xXD

1

2

)( . (2.4)

Дисперсия D(X) имеет размерность квадрата случайной ве-
личины, что не всегда удобно. Поэтому в качестве показателя 

рассеяния используют также величину )(XD .

Средним квадратическим отклонением (стандартным откло-

нением или стандартом)
x

� случайной величины Х называется 

арифметическое значение корня квадратного из ее дисперсии:

                             )(XD
x

=� . (2.5)

� Пример 2.3. Вычислить дисперсию и среднее квадратическое 
отклонение случайной величины Х по данным примера 2.2.

Р е ш е н и е. В примере 2.2 было вычислено М(Х) = 0. 
По формулам (2.4) и (2.5)

,25401001,0)04993(004,0)0243(

005,0)0193(990,0)07()(

22

22

=�−+�−+

+�−+�−−=XD

)��.���.(38,15925401)( ===� XD
x

. �

С в о й с т в а  дисперсии случайной величины: 
1) D(С ) = 0, где С — постоянная величина; 
2) D(kХ ) = k2D(Х );
3) D(Х ) = М(Х 2 ) – а2, где а = М(Х ); 
4) D(X + Y ) = D(X – Y ) = D(X ) + D(Y ), где X и Y — неза-

висимые случайные величины. 

� Пример 2.4. Найти математическое ожидание и дисперсию слу-
чайной величины Z = 8X – 5Y + 7, если даны М(X) = 3, М(Y) = 2, 
D(X) = 1,5 и D(Y) = 1 и известно, что X и Y — независимые слу-
чайные величины. 

Р е ш е н и е. Используя свойства математического ожида-
ния и дисперсии, вычислим: 

M(Z) = 8M(X) – 5M(Y) + 7 = 8•3 – 5•2 + 7 = 21; 

D(Z) = 82D(X) + 52D(Y) + 0 = 82•1,5 + 52•1 = 121.�
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2.2. Функция распределения случайной величины.

Непрерывные случайные величины 

Функцией распределения случайной величины Х называется 
функция F(x) ,  выражающая для каждого x вероятность того, 
что случайная величина Х примет значение, меньшее x :

                                  ( ) ( ).xXPxF <= (2.6)

� Пример 2.5. Дан ряд распределения случайной величины

xi 1 4 5 
Х:

pi 0,4 0,1 0,5

Найти и изобразить графически ее функцию распределения.  

Р е ш е н и е . В соответствии с определением 

( ) 0=xF  при 1�x ; ( ) 4,0=xF  при 41 << x ;

( ) 5,01,04,0 =+=xF  при 54 �< x ; ( ) 15,05,0 =+=xF  при х > 5. 

Итак (см. рис. 2.1): 

( )

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

5.>       ��� 1

5;<4  ��� 5,0

4;<1  ��� 4,0

;1       ��� 0

x

x

x

x

xF

0

F(x)

x1 2

0,2

0,6

0,4

0,8

1,0

3 4 5 6 7
�

Рис. 2.1 

С в о й с т в а  функции распределения: 
1. Функция распределения случайной величины есть неот-

рицательная функция, заключенная между нулем и единицей: 

( ) .10 �� xF
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2. Функция распределения случайной величины есть неубы-
вающая функция на всей числовой оси, т.е. при х2>x1

                                     ( ) .)(
12
xFxF �

3. На минус бесконечности функция распределения равна 
нулю, на плюс бесконечности — равна единице, т.е. 

( ) ( ) ,0lim ==�−

−��

xFF

x

( ) ( ) 1lim ==�+

+��

xFF

x

.

4. Вероятность попадания случайной величины Х в интервал 
[ )

21
xx ,  (включая x1) равна приращению ее функции распреде-

ления на этом интервале, т.е. 

                   ( ) ( ) ( ) .
1221
xFxFxXxP −=<� (2.7)

� Пример 2.6. Функция распределения случайной величины Х
имеет вид: 

( )

�

�

�

�

�

�

�

=

2.>      ��� 1

2;<0 ���  /2

0;   ���  0

x

x

x

xF x

Найти вероятность того, что случайная величина Х примет 
значение в интервале [1;3). 

Р е ш е н и е . По формуле (2.7)

( ) ( ) ( ) .

2

1

2

1

11331 =−=−=<� FFXP �

Случайная величина Х называется непрерывной, если ее функ-
ция распределения непрерывна в любой точке и дифференцируема 
всюду, кроме, быть может, отдельных точек.

Для непрерывной случайной величины Х вероятность любо-
го отдельно взятого значения равна нулю, т.е. ( ) 01 == xXP , а ве-

роятность попадания Х в интервал (х1, х2) не зависит от того, 

является ли этот интервал открытым или закрытым (т.е., на-

пример, ( ) ( )
2121
xXxPxXxP ��=<< ).

Плотностью вероятности (плотностью распределения или 
просто плотностью) ( )x� непрерывной случайной величины X назы-

вается производная ее функции распределения 

                                 ( ) ( )xFx �=� . (2.8)
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Плотность вероятности ( )x� , как и функция распределения 

F(x), является одной из форм закона распределения, но в отли-
чие от функции распределения она существует только для 
н е п р е р ы в н ы х  случайных величин. 

График плотности вероятности называется кривой распределения.

� Пример 2.7. По данным примера 2.6 найти плотность ве-
роятности случайной величины X.

Р е ш е н и е. Плотность вероятности ( ) ( ),xFx �=�  т. е. 

( )

�

�

�

�

�

=�

2.<0 ���21

2,>  � 0 ���     0

x

xx

x �

С в о й с т в а  плотности вероятности непрерывной случай-
ной величины: 

1. Плотность вероятности — неотрицательная функция, т.е. 

( ) .0�� x

2. Вероятность попадания непрерывной случайной величины 

в интервал [ ]ba,  равна определенному интегралу от ее плотно-

сти вероятности в пределах от a до b (см. рис. 2.2), т.е. 

                             ( ) ( )� �=��

b

a

dxxbXaP . (2.9)

Рис. 2.2 Рис. 2.3 

3. Функция распределения непрерывной случайной величи-
ны (см. рис. 2.3) может быть выражена через плотность вероят-
ности по формуле: 

                                 ( ) ( )�
�−

�=

x

dxxxF . (2.10)
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4. Несобственный интеграл в бесконечных пределах от плот-
ности вероятности непрерывной случайной величины равен 
единице: 

                                ( ) .1=��

+�

�−

dxx (2.11)

Геометрически свойства 1 и 4 плотности вероятности озна-
чают, что ее график — кривая распределения — лежит не ниже 
оси абсцисс, и полная площадь фигуры, ограниченной кривой рас-
пределения и осью абсцисс, равна единице.

Для непрерывной случайной величины Х математическое ожи-
дание М(Х) и дисперсия D(X) определяются по формулам: 

                            ( ) ( )�

+�

�−

�== dxxxXMa (2.12)

(если интеграл абсолютно сходится); 

                         ( ) ( ) ( )�

+�

�−

�−= dxxaxXD

2

, (2.13)

или                        ( ) ( )�

+�

�−

−�=
22

adx�xXD

(если приведенные интегралы сходятся). 
Наряду с отмеченными выше числовыми характеристиками 

для описания случайной величины используется понятие кван-
тилей и процентных точек. 

Квантилем уровня q (или q-квантилем) называется такое 
значение xq случайной величины, при котором функция ее распреде-
ления принимает значение, равное q, т. е. 

                           F(xq)=P (X < xq) = q. (2.14)

100q%-ой точкой называется квантиль х1–q.

� Пример 2.8.
По данным примера 2.6 найти квантиль x0,3 и 30%-ную точку 

случайной величины Х.

Р е ш е н и е. По определению (2.16) ( ) ,3,0
3,0
=xF  т. е. 

3,0

2

3,0

=

x

, откуда квантиль 6,0
3,0
=x . 30%-ная точка случайной 

величины Х, или квантиль х1–0,3 = х0,7, находится аналогично из 

уравнения 7,0

2

7,0

=

x

, откуда х0,7 = 1,4. �
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Среди числовых характеристик случайной величины выде-
ляют начальные vk и центральные µk моменты k-го порядка, оп-
ределяемые для дискретных и непрерывных случайных величин 
по формулам: 

�

=

=

n

i

i

k

ik
pxv

1

; ( )�

+�

�−

�= dxxxv
k

k
;

( )�

=

−=µ

n

i

i

k

ik
pax

1

; ( ) ( )�

+�

�−

�−=µ dxxax

k

k
.

2.3. Некоторые распределения
случайных величин 

Рассмотрим наиболее часто используемые в эконометрике 
распределения случайных величин. 

1. Дискретная случайная величина Х имеет биномиальный за-
кон распределения, если она принимает значения 0, 1, 2,…, m,…, n
с вероятностями 

                             ( ) ,

mnmm

n

qpCmXP
−

== (2.15)

где                0 < p < 1, q = 1 – p, m = 0, 1,…, n.
Биномиальный закон распределения представляет собой за-

кон распределения числа X = m наступлений события А в n не-
зависимых испытаниях, в каждом из которых оно может про-
изойти с одной и той же вероятностью р.

Формула (2.15) называется формулой Бернулли.
Числовые характеристики: M(X) = np, D(X) = npq.

В частности, для частости события
n

m

W =  в n независимых 

испытаниях (где Х = m имеет биномиальный закон распределе-
ния с параметром р) числовые характеристики: 

                           M(W) = p, D(W) = 
n

pq

.

2. Дискретная случайная величина Х имеет закон распределения
Пуассона, если она принимает значения 0,1, 2,..., m,… (бесконеч-
ное, но счетное множество значений) с вероятностями

                               ( )

!m

e

mXP

m �−

�

== , (2.16)

где m = 0, 1, 2,… . 
Числовые характеристики: М(Х) = �, D(X) = �.
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3. Непрерывная случайная величина X имеет равномерный закон 
распределения на отрезке [a, b], если ее плотность вероятности 

постоянна на этом отрезке и равна нулю вне его, т.е.  

                   
�
�

�

�

�

><

��

−=�

.,���0

;���

1

)(

bxax

bxa

abx (2.17)

Числовые характеристики: 
12

)(

)(,

2

)(

2

ab

XD

ba

XM

−

=

+

= .

4. Непрерывная случайная величина Х имеет показательный 
(экспоненциальный) закон распределения с параметром �, если ее 

плотность вероятности имеет вид: 

                    ( )

.0

;0

���

���

0

e

<

�

�

�

��

=�

�−

x

x

x

x

(2.18)

Числовые характеристики: 
�

=

1

)(XM ,
2

1

�

=)(XD .

5. Непрерывная случайная величина Х имеет нормальный закон 

распределения (закон Гаусса) с параметрами а и 2

� , если ее плот-

ность вероятности имеет вид :

                          ( )

( )

.

2

1
2

2

2�

−

−

��

=�

ax

N
ex  (2.19)

Кривую нормального закона 
распределения называют нормаль-
ной или гауссовой кривой (рис. 2.4). 

Числовые характеристики: 

         M(X)=a , D(X)= 2

� .

При изменении только парамет-
ра а нормальная кривая перемеща-
ется вдоль оси Ох, при изменении 

только параметра 2

�  меняется форма нормальной кривой. 

Нормальный закон распределения с параметрами а = 0, 
2

�  = 1, т.е. N(0;1), называется стандартным или нормированным.

Функция распределения случайной величины Х, распреде-
ленной по нормальному закону, выражается через функцию Ла-
пласа �(х) по формуле: 

0 x

�
�

(x)
1

2� �e

aa − � a + �

1

2� �

N a( ; )�

2

Рис. 2.4 
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                         �

�

�

�

�

�

�

−

	+=

ax

xF
N

2

1

2

1

)( , (2.20)

где �(х)= �

−

�

x

t

dte

0

2

2

2

2

 — функция (интеграл вероятностей) Лап-

ласа, равная площади под стандартной нормальной кривой 
N(0;1) на отрезке [–x, x]. 

С в о й с т в а  случайной величины, распределенной по 
нормальному закону: 

1) Вероятность попадания случайной величины Х, распреде-
ленной по нормальному закону, в интервал [х1, х2], равна 

                    ( ) ( ) ( )[ ]
1221

2

1

ttxXx� �−�=�� , (2.21)

где
�

−

=

ax

t

1

1
,

�

−

=

ax

t

2

2
.

2) Вероятность того, что отклонение случайной величины Х,
распределенной по нормальному закону, от математического 
ожидания а не превысит величину � > 0 (по абсолютной вели-
чине), равна 

                              ( ) )(t��P �=��− , (2.22)

где
�

�

=t .

Из второго свойства вытекает, в частности, правило трех сигм:
Если случайная величина Х имеет нормальный закон распреде-

ления с параметрами a и 2

� , т.е. ( ) ,;
2

�aN то практически досто-

верно, что ее значения заключены в интервале ( )�+�− 3,3 aa .

6. Непрерывная случайная величина Х имеет логарифмически 
нормальное (сокращенно — логнормальное распределение), если ее 
логарифм подчинен нормальному закону.

7. Распределением 2

�  (хи-квадрат) с k степенями свободы на-

зывается распределение суммы квадратов k независимых случайных

величин, распределенных по стандартному нормальному закону, т.е. 

                                  �

=

=�

k

i

i
Z

1

22 , (2.23)

где Zi (i = 1, 2,…, k) имеет нормальное распределение N(0;1).

При k > 30 распределение случайной величины Z = 122
2

−−� k

близко к стандартному нормальному закону, т.е. N(0;1).
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8. Распределением Стьюдента (или t-распределением) называ-
ется распределение случайной величины

                                     

2

1

�

=

k

Z

t , (2.24)

где Z — случайная величина, распределенная по стандартному 

нормальному закону, т.е. N(0;1); 2

�  — не зависимая от Z случай-

ная величина, имеющая �2-распределение с k степенями свободы. 

При k�+� t-распределение приближается к нормальному. 
Практически уже при k>30 можно считать t-распределение 
приближенно нормальным. 

9. Распределением Фишера—Снедекора (или F-распределением)
называется распределение случайной величины

                              

( )

( )
2

2

2

1

2

1

1

1

k

k

k

k

F

�

�

= , (2.25)

где ( )
1

2

k�  и ( )
2

2

k�  — случайные величины, имеющие �2-рас-

пределение соответственно с k1 и k2 степенями свободы. 

2.4. Многомерные случайные величины.

Условные законы распределения 

Упорядоченный набор Х=(Х1, Х2,…, X
n
) случайных величин назы-

вается многомерной (n-мерной) случайной величиной (или систе-

мой случайных величин, n-мерным вектором).
Например, погода в данном месте в определенное время су-

ток может быть охарактеризована многомерной случайной вели-
чиной Х=(Х1, Х2,…, X

n
), где Х1 — температура, Х2 — влажность, 

X3 — давление, Х4 — скорость ветра и т.п. 
Функцией распределения n-мерной случайной величины (Х1,

Х2,…, X
n
) называется функция  F(x1, x2,…,x

n
), выражающая веро-

ятность совместного выполнения n неравенств Х1<x1, X2<x2,…, 
X
n
<x

n
, т.е. 

         ( ) )....,,,(,...,,
221121 nnn

xXxXxXPxxxF <<<= (2.26)
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В двумерном случае1 для случайной величины (X,Y) функция 
распределения F(x, y) определится равенством: 

                        ( ) ( )yYxXPyxF <<= ,, . (2.27)

С в о й с т в а  функции распределения F(x, y), аналогичные 
свойствам одномерной случайной величины: 

1) ( ) 1,0 �� yxF ;

2) при x2>x1 F(x2,y)� F(x1,y); при y2>y1 F(x, y2) � F(x, y1);

3) ( ) ( ) ( ) 0,,, =−��−=�−=�− FyFxF ;

4) ( ) ( ) )(),(,,
21
yFyFxFxF =+�=�+ , где F1(x) и F2(y) —  

         функции распределения случайных величин X и Y;
5) F(+�,+�)=1.
Плотностью вероятности (плотностью распределения или со-

вместной плотностью) непрерывной двумерной случайной величины 
(X,Y) называется вторая смешанная частная производная ее 

функции распределения, т.е. 

                     ( ) ( ).,

),(

,

2

yxxyF

�x�y

yxF�

yx ��==� (2.28)

С в о й с т в а  плотности вероятности двумерной случайной 
величины �(х, у) аналогичны свойствам плотности вероятности 
одномерной случайной величины: 

1) �(х, у) � 0; 

2) P[(X, Y)�D] = ( )���

D

dydxyx, ;

3) � �
�− �−

�=

x y

dydxyxyxF ),(),( ;

4) 1),( =�� �

+�

�−

+�

�−

dydxyx .

Условным законом распределения одной из одномерных состав-

ляющих двумерной случайной величины (X,Y) называется ее закон 
распределения, вычисленный при условии, что другая составляющая 

приняла определенное значение (или попала в какой-то интервал).

Условные плотности вероятности )(x
y

�  и )(y
x

�  двумерной 

случайной величины (X, Y) определяются по формулам: 

1 В дальнейшем для простоты изложение ведем в основном для двумерной (n=2) 

случайной величины, при этом практически все понятия и утверждения могут 

быть перенесены на случай n>2. 
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( )

( )y

yx

x
y

2

,

)(

�

�

=� ,
( )

( )
1

,

( )
x

x y

y

x

�

� =

�

(2.29)

или

                      
( )

( )�

�+

�−

�

�

=�

dxyx

yx

x
y

,

,

)( ;
( )

( )�

�+

�−

�

�

=�

dyyx

yx

y
x

,

,

)( .

Условные плотности )(x
y

�  и )(y
x

�  обладают всеми свойст-

вами «безусловной» плотности, рассмотренной в § 2.2.
Числовые характеристики условных распределений: условные 

математические ожидания Мх(Y) и Му(Х) и условные дисперсии 
Dx(Y) и Dy(X). Эти характеристики находятся по обычным фор-
мулам математического ожидания и дисперсии, в которых вместо 
вероятностей событий или плотностей вероятности используются 
условные вероятности или условные плотности вероятности. 

Условное математическое ожидание случайной величины Y при 
Х=х, т. е. Мх(Y), есть функция от х, называемая функцией рег-
рессии или просто регрессией Y по Х; аналогично Му(Х) называ-
ется функцией регрессии или просто регрессией Х по Y. Графики 
этих функций называются соответственно линиями регрессии
(или кривыми регрессии) Y по Х и Х по Y.

С в о й с т в а  условного математического ожидания: 
1. Если Z = g(X), где g — некоторая неслучайная функция от Х, то  

MZ(Mx(Y)) = MZ(Y).

В частности, 

M(Mx(Y) = M(Y).

2. Если Z = g(X), то Mx(ZY) = ZMx(Y).
3. Если случайные величины X и Y независимы, то 

Mx(Y) = M(Y).

Для независимых случайных величин 

           )()(),(
21
yxyx ���=�  или )()(

1
xx

y
�=�  и )()(

2
yy

x

�=� ,

где )(),(
21
yx ��  — плотности соответствующих одномерных рас-

пределений случайных величин X и Y; )(),( yx
xy

��  — плотности 

их условных распределений Х по Y и Y по Х.
Зависимость между двумя случайными величинами называется 

вероятностной (стохастической или статистической), если каж- 
дому значению одной из них соответствует определенное (услов-
ное) распределение другой. 
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Например, зависимость между урожайностью и количеством 

внесенных удобрений — вероятностная. 

Ковариацией (или корреляционным моментом) Cov(X ,Y) слу-

чайных величин X и Y называется математическое ожидание про-

изведения отклонений этих величин от своих математических 

ожиданий, т.е.

                    )])([(),(Cov
yx

aYaXMYX −−= , (2.30)

где ax = M(X), ay = M(Y).

(Для ковариации случайных величин Х и Y используются 

также обозначения Kxy, �xy.)

Ковариация двух случайных величин характеризует как сте-

пень зависимости случайных величин, так и их рассеяние вокруг 

точки (ax, ay). Ковариация — величина размерная, что затрудня-

ет ее использование для оценки степени зависимости случайных 

величин. Этих недостатков лишен коэффициент корреляции. 

Коэффициентом корреляции двух случайных величин называет-

ся отношение их ковариации к произведению средних квадратиче-

ских отклонений этих величин:

                             
yx

YX

��

=�

),(Cov

. (2.31)

Из определения следует, что коэффициент корреляции — 

величина безразмерная — характеризует тесноту линейной зави-

симости между случайными величинами. 

С в о й с т в а  ковариации двух случайных величин: 

1) Cov(X, Y) = 0, если X и Y независимы; 

2) Cov(X, Y) = М(X ,Y) – axay;

3) �Cov(X, Y)� � �х�у.

С в о й с т в а  коэффициента корреляции: 

1) –1 � � � 1; 

2) � = 0, если случайные величины Х и Y независимы; 

3) если �� �=1, то между случайными величинами Х и Y су- 

         ществует линейная функциональная зависимость. 

Из независимости двух случайных величин следует их некорре-

лированность, т.е. равенство � = 0. Однако некоррелированность 

двух случайных величин еще не означает их независимость. 
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2.5. Двумерный (n-мерный) нормальный закон
 распределения 

Случайная величина (случайный вектор) (Х, Y) называется рас-
пределенной по двумерному нормальному закону, если ее совмест-
ная плотность имеет вид:

                    ( ) ( )
,

,

2
12

1

,
yxL

yx

N
eyx
−

�−���

=� (2.32)

где

( )

( )

.2

12
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2
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−
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�
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= −

y
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y

y

x

x

x

x

ayayaxax

yxL (2.33)

Числовые характеристики: М(Х) = ах, М(Y) = ау, D(X) = 2

�

� ,

,)(
2

y
YD �=    .�=�

xy

При этом одномерные случайные величины X и Y распреде-

лены нормально с параметрами соответственно ( ) ( ).,,,

22

yyxx
aa ��

Условные законы распределения Х по Y и Y по Х — также 
нормальные с числовыми характеристиками: 

                       ( ) ,)(
y

y

x

xy
ayaXM −

�

�

�+= (2.34)

                       ( ) );1(
22

�−�=
xy

XD (2.35)

                       ( ) ),(
x

x

y

yx
axaYM −

�

�

�+= (2.36)

                       ( ) ).1(
22

�−�=
yx

YD (2.37)

Из формул (2.34), (2.36) следует, что линии регрессии My (X) и 
Mx (Y) нормально распределенных случайных величин представляют 
собой прямые линии, т. е. нормальные регрессии Y по Х и Х по Y 
всегда линейны.

Для нормально распределенных случайных величин термины 
«некоррелированность» и «независимость» равносильны.

Понятие двумерного (n = 2) нормального закона обобщается 
для любого натурального n.

Нормальный закон распределения n-мерной случайной величины

(n-мерного случайного вектора) Х = (Х1, Х2,…, Хn) характеризуется па-

раметрами, задаваемыми вектором средних а = (а1,а2,…,an)� и кова-

риационной матрицей ( )
nn

ijx
Ч

� �= , где )])([(
jjiiij

aXaXM −−=� .
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Ковариационная матрица и ее определитель, называемый обоб-
щенной дисперсией n-мерной случайной величины, являются анало-
гами дисперсии одномерной случайной величины и характеризу-
ют степень случайного разброса отдельно по каждой составляю-
щей и в целом по n-мерной величине. 

2.6. Закон больших чисел
и предельные теоремы 

Под законом больших чисел в широком смысле понимается 
общий принцип, согласно которому, по формулировке академика 
А.Н. Колмогорова, совокупное действие большого числа случайных 

факторов приводит (при некоторых весьма общих условиях) к ре-

зультату, почти не зависящему от случая. Другими словами, при 
большом числе случайных величин их средний результат пере-
стает быть случайным и может быть предсказан с большой сте-
пенью определенности. 

Теорема Чебышева. Если дисперсии n независимых случайных 

величин X1 ,X2 ,…,Xn ограничены одной и той же постоянной, то 

при неограниченном увеличении числа n средняя арифметическая 

случайных величин сходится по вероятности1 к средней арифмети-

ческой их математических ожиданий a1, a2,…,an, т. е. 

       1

......

lim

2121

=
�
�

�

�

�
�

�

�

�	

+++

−

+++

�� n

aaa

n

XXX

P

nn

n

, (2.38)

или

n

a

n

X

n

i

i

n

n

i

i ��

=

��

=

���

11

P

Теорема Бернулли. Частость события в n повторных незави-

симых испытаниях, в каждом из которых оно может произойти с 

одной и той же вероятностью р, при неограниченном увеличении 

числа n сходится по вероятности к вероятности p этого события 

в отдельном испытании, т.е. 

                            ,1lim =
�
�

�

�

�
�

�

�

�	−

��

p

n

m

P

n

(2.39)

1 Подробнее о понятии «сходимость по вероятности» см., например, [17].
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или                                p

n

m

n ��

���

P
.

Согласно теореме Ляпунова1, если независимые случайные ве-
личины Х1, Х2,…, Xn имеют конечные математические ожидания и 
дисперсии, по своему значению ни одна из этих случайных величин 

резко не выделяется среди остальных, то при n�� закон распреде-

ления их суммы �
=

n

i

i
X

1

неограниченно приближается к нормальному.

В частности, если Х1, Х2,…, Xn одинаково распределены, то за-

кон распределения их суммы �
=

n

i

i
X

1

 при n�� неограниченно 

приближается к нормальному. 

2.7. Точечные и интервальные  
оценки параметров 

Оценкой
n

�

~

параметра � называют всякую функцию резуль-

татов наблюдений над случайной величиной Х (иначе — стати-

стику), с помощью которой судят о значениях параметра �.

В отличие от параметра, его оценка 
n

�

~

 — величина случай-

ная. «Наилучшая оценка»
n

�

~

должна обладать наименьшим рас-

сеянием относительно оцениваемого параметра �, например, наи-
меньшей величиной математического ожидания квадрата откло-

нения оценки от оцениваемого параметра М(
n

�

~

– �)2.

Оценка
n

�

~

параметра � называется несмещенной, если ее мате-

матическое ожидание равно оцениваемому параметру, т. е. М(
n

�

~

) = �.

В противном случае оценка называется смещенной.

Если это равенство не выполняется, то оценка 
n

�

~

, получен-

ная по разным выборкам, будет в среднем либо завышать значе-

ние � (если М(
n

�

~

) > �, либо занижать его (если М(
n

�

~

) < 0). Та-

ким образом, требование несмещенности гарантирует отсутствие 
систематических ошибок при оценивании. 

1 Приведенная формулировка не является точной и дает лишь понятие о теоре-

ме Ляпунова. 
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Оценка
n

�

~

параметра � называется состоятельной, если она 

удовлетворяет закону больших чисел, т.е. сходится по вероятно-
сти к оцениваемому параметру:

                                    ,1)

~

(lim =���−�

��

n

n

P  (2.40)

или

                                   �����

��n

n

P
~

.

В случае использования состоятельных оценок оправдывает-
ся увеличение объема выборки, так как при этом становятся ма-
ловероятными значительные ошибки при оценивании. Поэтому 
практический смысл имеют только состоятельные оценки. 

Несмещенная оценка
n

�

~

параметра � называется эффектив-

ной, если она имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных 
несмещенных оценок параметра �, вычисленных по выборкам одного 
и того же объема n.

Так как для несмещенной оценки М(
n

�

~

 – �)2 есть ее дис-

персия 2

~

n
�

� , то эффективность является решающим свойством,

определяющим качество оценки. 
Для нахождения оценок параметров (характеристик) генераль-

ной совокупности используется ряд методов. 
Согласно методу моментов определенное количество выбо-

рочных моментов (начальных �k или центральных µk, или тех и 
других) приравнивается к соответствующим теоретическим мо-
ментам распределения �k или µk случайной величины Х.

Основным методом получения оценок параметров генераль-
ной совокупности по данным выборки является метод макси-
мального правдоподобия.

Основу метода составляет функция правдоподобия, выражаю-
щая плотность вероятности (вероятность) совместного появления 
результатов выборки x1, x2,…, xn:

L(x1, x2,…, xn; �) = �(x1,�) �(x2,�)… �(xi,�)… �(xn,�),

или  

                        L(x1, x2,…, xn; �) = ( )�

=

��

n

i

i
x

1

, . (2.41)
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Согласно методу максимального правдоподобия в качестве 
оценки неизвестного параметра � принимается такое значение 

n

�

~

, которое максимизирует функцию L. Естественность подоб-

ного подхода к определению статистических оценок вытекает из 
смысла функции правдоподобия, которая при каждом фиксиро-
ванном значении параметра является мерой правдоподобности 

получения наблюдений. И оценка 
n

�

~

 такова, что имеющиеся  

у нас наблюдения являются наиболее правдоподобными. 
Достоинством метода максимального правдоподобия являет-

ся то, что получаемые им оценки состоятельны, асимптотически

(при n��) эффективны и имеют асимптотически (при n��)
нормальное распределение.

Пусть для оценки параметров распределения случайной ве-
личины Х отобрана случайная выборка, состоящая из значений 

x1, x2,…, xn. Найдены выборочные характеристики: 
n

nx

x

n

i

ii�

=

=

1  — 

выборочная средняя; 

( )

n

nxx

s

n

i

ii�

=

−

=

1

2

2  — выборочная дисперсия 

(где ni — частоты значений xi); 
n

m

w = — выборочная доля (где m

элементов выборки из n обладают данным признаком). 
Тогда x  и w — несмещенные, состоятельные и эффективные

(для нормально распределенной генеральной совокупности) 
оценки соответственно математического ожидания а и вероят-

ности p, а s2 — смещенная, но состоятельная оценка дисперсии �
2.

Исправленная выборочная дисперсия 

( )
2

2 2 1

1 1

�

n

i i

i

x x n

n
s s

n n

=

−

= =

− −

�

 — 

несмещенная и состоятельная оценка дисперсии �
2.

Наряду с точечными оценками параметров (в виде одного 
числа) рассматривают интервальные оценки. 

Интервальной оценкой параметра � называется числовой ин-

тервал ),

~

,

~

(
)2()1(

nn

�� который с заданной вероятностью � накрывает 

неизвестное значение параметра �.
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Такой интервал ( )1(
~

n

� , )2(
~

n

� ) называется доверительным, а ве-

роятность � — доверительной вероятностью или надежностью 

оценки. 

Величина доверительного интервала существенно зависит от 
объема выборки n (уменьшается с ростом n) и от значения довери-
тельной вероятности � (увеличивается с приближением � к единице). 

Приведем примеры построения доверительных интервалов 
(см. [17]). 

Пусть: x1, x2,…, xn — повторная выборка из нормально распре-
деленной генеральной совокупности; 

x  — выборочная средняя; 

0
x  — генеральная средняя; 

s — выборочное среднее квадратическое отклонение; 

1

2

−

=�

n

s

x

 — среднее квадратическое отклонение выбороч-

ной средней (средняя квадратическая ошибка выборки). 

Учитывая, что статистика 1

00

−

−

=

�

−

n

s

xxxx

x

 имеет t-рас-

пределение Стьюдента с n – 1 степенями свободы, доверитель-

ный интервал для генеральной средней
0
x  на уровне значимости 	

определяется по формуле: 

                
�
�

�

�

�
�

�

�

−

+

−

−
−�−−�−

1

,

1

1,11,1

n

s

tx

n

s

tx
nn

. (2.42)

Учитывая, что статистика 
2

2

�

ns

 имеет 
2-распределение с n–1 

степенями свободы, доверительный интервал для генеральной дис-

персии �
2 на уровне значимости 	 определяется по формуле: 

                              .,

2

1,2/1

2

2

1,2/

2

�

�

�

�

�

�

�

�

��
−�−−� nn

nsns

(2.43)

2.8. Проверка (тестирование)  

статистических гипотез 

Статистической гипотезой называется любое предположение 
о виде или параметре неизвестного закона распределения. 
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Проверяемую гипотезу обычно называют нулевой и обознача-
ют Н0. Наряду с нулевой гипотезой Н0 рассматривают альтерна-
тивную, или конкурирующую, гипотезу Н1, являющуюся логиче-
ским отрицанием Н0. Нулевая и альтернативная гипотезы пред-
ставляют собой две возможности выбора, осуществляемого в 
задачах проверки статистических гипотез. 

Суть  п р о в е р к и  (т е с т и р о в а н и я) статистической 
гипотезы заключается в том, что используется специально со-

ставленная выборочная характеристика (статистика) 
n

�

~

 (x1,

x2,…, x
n
), полученная по выборке Х1, Х2,…, X

n
, точное или при-

ближенное распределение которой известно. Затем по этому вы-
борочному распределению определяется критическое значение 

�кр — такое, что если гипотеза Н0 верна, то вероятность P(
n

�

~

 > �кр)

мала; так что в соответствии с принципом практической уве-

ренности в условиях данного исследования событие 
n

�

~

 > �кр

можно (с некоторым риском) считать практически невозмож-
ным. Поэтому, если в данном конкретном случае обнаруживает-

ся отклонение 
n

�

~

 > �кр, то гипотеза Н0 отвергается, в то время 

как появление значения 
n

�

~

� �кр считается совместимым с ги-

потезой Н0, которая тогда принимается (точнее, не отвергается). 
Правило, по которому гипотеза Н0 отвергается или принимается,
называется статистическим критерием или статистическим 

тестом.
Таким образом, множество возможных значений статистики 

критерия (критической статистики) 
n

�

~

 разбивается на два непе-

ресекающихся подмножества: критическую область (область от-
клонения гипотезы) W и область допустимых значений (область

принятия гипотезы) .W  Если фактически наблюдаемое значение 

статистики критерия 
n

�

~

 попадает в критическую область W, то 

гипотезу Н0 отвергают. При этом возможны четыре случая: 

Гипотеза Н0 Принимается Отвергается 

Верна Правильное решение Ошибка 1-го рода 

Неверна Ошибка 2-го рода Правильное решение

Вероятность 	 допустить ошибку 1-го рода, т. е. отвергнуть 
гипотезу Н0, когда она верна, называется уровнем значимости 

критерия.
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Вероятность допустить ошибку 2-го рода, т. е. принять гипо-
тезу Н0, когда она неверна, обычно обозначают �.

Вероятность (1 – �) не допустить ошибку 2-го рода, т. е. от-
вергнуть гипотезу Н0, когда она неверна, называется мощностью

(или функцией мощности) критерия.
Вероятности ошибок 1-го и 2-го рода (	 и �) однозначно оп-

ределяются выбором критической области. Очевидно, желатель-
но сделать как угодно малыми 	 и �. Однако это противоречи-
вые требования: при фиксированном объеме выборки можно 
сделать как угодно малой лишь одну из величин — 	 или �, что 
сопряжено с неизбежным увеличением другой. Лишь при увели-
чении объема выборки возможно одновременное уменьшение веро-

ятностей 	 и �.
Критическую область W следует выбирать так, чтобы веро-

ятность попадания в нее статистики критерия
n

�

~

была мини-

мальной и равной 	, если верна нулевая гипотеза Н0, и максималь-
ной в противоположном случае:

                                  
( )

( ) .max/

~

,/

~

1

0

=��

�=��

�WP

�WP

n

n

(2.44)

Другими словами, критическая область должна быть такой, 

чтобы при заданном уровне значимости мощность критерия 1 – � бы-
ла максимальной. Задача построения такой критической области 
(или, как говорят, построения наиболее мощного критерия) для 
простых гипотез решается с помощью теоремы Неймана—Пирсона, 
излагаемой в более полных курсах математической статистики. 

В зависимости от вида конкурирующей гипотезы Н1 выбира-
ют правостороннюю, левостороннюю или двустороннюю критиче-
скую область. Границы критической области при заданном уров-
не значимости 	 определяются соответственно из соотношений: 

• для правосторонней критической области 

                            Р(
��

~

�>�
n

) = 	; (2.45)

• для левосторонней критической области 

                           Р(
��

~

�<�
n

) = 	; (2.46)

• для двусторонней критической области 

                 Р(
��.1

~

�<�
n

) = Р(
��.2

~

�>�
n

) = 
2

�

. (2.47)
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Следует отметить, что в компьютерных эконометрических 
пакетах обычно не находятся границы критической области �кр,
необходимые для сравнения их с фактически наблюдаемыми 

значениями выборочных характеристик 
����

~

�  и принятия реше-

ния о справедливости гипотезы Н0. А рассчитываются точные 
значения уровня значимости (p-valio), исходя из соотношения 

p�
n

=�>� )

~~

(
����

. Если вероятность p очень мала, то гипотезу Н0

отвергают, в противном случае Н0 принимают. 
Принцип проверки (тестирования) статистической гипотезы 

не дает логического доказательства ее верности или неверности.
Принятие гипотезы Н0 следует расценивать не как раз и навсе-
гда установленный, абсолютно верный содержащийся в ней 
факт, а лишь как достаточно правдоподобное, не противореча-
щее опыту утверждение. 

Упражнения

2.9. Дан ряд распределения случайной величины Х:

xi 0 1 2 3 

pi 0,06 0,29 0,44 0,21 

Необходимо: а) найти математическое ожидание М(Х), дис-
персию D(X) и среднее квадратическое (стандартное) отклоне-

ние � случайной величины Х; б) определить функцию распреде-
ления F(x)  и построить ее график. 

2.10. Дана функция распределения случайной величины Х:

.3

;32

;21

;1

���

���

���

���

1

7,0

3,0

0

)(

>

�<

�<

<

�

�

�

�

�

�

�

=

x

x

x

x

xF

Найти: а) ряд распределения; б) математическое ожидание 
М(Х) и дисперсию D(X); в) построить многоугольник распреде-
ления и график F(x).

2.11. Случайная величина Х, сосредоточенная на интервале 

[–1;3], задана функцией распределения 
4

1

4

1

)( += xxF .
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Найти вероятность попадания случайной величины Х в ин-
тервал [0;2]. 

2.12. Случайная величина Х задана функцией распределения 

.1

;10

;0

���

���

���

1

0

)(
2

>

�<

�

�

�

�

�

�

=

x

x

�

�xF

Найти: а) плотность вероятности �(х); б) математическое ожи-
дание М(Х) и дисперсию D(X); в) вероятности Р(Х=0,5),  Р(Х<0,5),  
Р(0,5<X<1); г) построить графики �(х) и F(x)  и показать на них 
математическое ожидание М(Х) и вероятности, найденные в п. в); 
д) квантиль х0,3 и 20%-ную точку распределения Х.

2.13. Дана функция 

�(х)=
.0

;0

���

���0

�

<

�

�

�

−

x

�

�xe
x

При каком значении параметра С эта функция является 
плотностью распределения некоторой случайной величины? 
Найти математическое ожидание и дисперсию случайной вели-
чины Х.

2.14. Даны две случайные величины Х и Y. Величина Х распре-
делена по биномиальному закону с параметрами n = 19, р = 0,1; 
величина Y распределена по закону Пуассона с параметром 
=2. 

Построить ряды распределения случайных величин Х и Y.
Найти M(X), D(X); M(Y), D(Y); P(X<2), P(Y>1).

2.15. Даны две случайные величины Х и Y;  величина Х рас-
пределена по равномерному закону на отрезке [0;1]; величина Y

распределена по показательному закону с параметром .

80

1

=�

Определить плотности вероятности и функции распределе-
ния случайных величин Х и Y. Найти P(X � 0,05), P(Y � 100). 

2.16. Случайная величина Х распределена по нормальному 
закону с параметрами а = 15, �2 = 0,04. 

Написать выражения плотности и функции распределения слу-
чайной величины Х. Найти вероятности P(X � 15,3), P(Х � 15,4), 
P(14,9 � X � 15,3), Р(Х–15)�0,3; квантиль х0,6, 30%-ную точку 
распределения Х. С помощью правила трех сигм определить 
границы для значения случайной величины Х.
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Глава 3

Парный регрессионный анализ 

В практике экономических исследований имеющиеся 
данные не всегда можно считать выборкой из многомерной 
нормальной совокупности, когда одна из рассматриваемых 
переменных не является случайной или когда линия регрессии 
явно не прямая и т.п. В этих случаях пытаются определить 
кривую (поверхность), которая дает наилучшее (в смысле метода 
наименьших квадратов) приближение к исходным данным. 
Соответствующие методы приближения получили название 
регрессионного анализа.

Методы и модели регрессионного анализа занимают цен-
тральное место в математическом аппарате эконометрики. 

Задачами регрессионного анализа являются установление 
формы зависимости между переменными, оценка функции 
регрессии, оценка неизвестных значений (прогноз значений)
зависимой переменной.

3.1. Функциональная, статистическая  
и корреляционная зависимости 

В естественных науках часто речь идет о функциональной за-

висимости (связи), когда каждому значению одной переменной 
соответствует вполне определенное значение другой (например, 
скорость свободного падения в вакууме в зависимости от време-
ни и т.д.). 

В экономике в большинстве случаев между переменными ве-
личинами существуют зависимости, когда каждому значению 
одной переменной соответствует не какое-то определенное, а 
м н о ж е с т в о  возможных значений другой переменной. Ина-
че говоря, каждому значению одной переменной соответствует 
определенное (условное) распределение другой переменной. Такая 
зависимость получила название статистической (или стохасти-
ческой, вероятностной) (о ней упоминалось в § 2.4).
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Возникновение понятия статистической связи обуславлива-
ется тем, что зависимая переменная подвержена влиянию ряда 
неконтролируемых или неучтенных факторов, а также тем, что 
измерение значений переменных неизбежно сопровождается 
некоторыми случайными ошибками. Примером статистической 
связи является зависимость урожайности от количества внесен-
ных удобрений, производительности труда на предприятии от 
его энерговооруженности и т.п. 

В силу неоднозначности статистической зависимости между 
Y и X для исследователя, в частности, представляет интерес 
у с р е д н е н н а я  по Х схема зависимости, т. е. закономер-
ность в изменении условного математического ожидания Мх(Y)
или M(Y/X = x) (математического ожидания случайной пере-
менной Y, вычисленного в предположении, что переменная Х

приняла значение х) в зависимости от х.
Если зависимость между двумя переменными такова, что 

каждому значению одной переменной соответствует определенное 

условное математическое ожидание (среднее значение) другой, то 

такая статистическая зависимость называется корреляционной.

Иначе, корреляционной зависимостью между двумя перемен-

ными называется функциональная зависимость между значениями 

одной из них и условным математическим ожиданием другой.
Корреляционная зависимость может быть представлена в виде 

                                         Мх(Y) = �(х)    (3.1)

или

                                          Мy(X) = �(у),

где �(х) � const, �(у) � const. 
В регрессионном анализе рассматриваются односторонняя за-

висимость случайной переменной Y от одной (или нескольких) не-

случайной независимой переменной Х. Такая зависимость может 
возникнуть, например, в случае, когда при каждом фиксирован-
ном значении Х соответствующие значения Y подвержены слу-
чайному разбросу за счет действия ряда неконтролируемых фак-
торов. Такая зависимость Y от Х (иногда ее называют регрессион-

ной) может быть также представлена в виде модельного уравне-
ния регрессии Y по Х (3.1). При этом зависимую переменную Y
называют также функцией отклика, объясняемой, выходной, ре-

зультирующей, эндогенной переменной, результативным призна-

ком, а независимую переменную X — объясняющей, входной, 
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предсказывающей, предикторной, экзогенной переменной, факто-

ром, регрессором, факторным признаком. 

Уравнение (3.1) называется модельным уравнением регрессии

(или просто уравнением регрессии), а функция �(х) — модельной
функцией регрессии (или просто функцией регрессии), а ее график — 
модельной линией регрессии (или просто линией регрессии).

Для точного описания уравнения регрессии необходимо 
знать условный закон распределения зависимой переменной Y
при условии, что переменная Х примет значение х, т. е. Х=х. В 
статистической практике такую информацию получить, как пра-
вило, не удается, так как обычно исследователь располагает 
лишь выборкой пар значений (хi, yi) ограниченного объема n. В 
этом случае речь может идти об оценке (приближенном выраже-
нии, аппроксимации) по выборке функции регрессии. Такой 
оценкой1 является выборочная линия (кривая) регрессии:

                                    ( )
0 1

�� , , ,..., ,
p

y x b b b= � (3.2)

где �y — условная (групповая) средняя переменной Y при фикси-

рованном значении переменной Х = х, b0, b1,…, bp — параметры 
кривой.

Уравнение (3.2) называется выборочным уравнением регрессии. 
При правильно определенной аппроксимирующей функции 

( )
0 1

� , , ,...,
p

x b b b� с увеличением объема выборки (n��) она будет 

сходиться по вероятности к функции регрессии �(х).

3.2. Линейная парная регрессия 

Рассмотрим в качестве примера зависимость между сменной 
добычей угля на одного рабочего Y(т) и мощностью пласта Х(м)
по следующим (условным) данным, характеризующим процесс 
добычи угля в n = 10 шахтах. 

Т а б л и ц а  3.1 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

xi 8 11 12 9 8 8 9 9 8 12 

yi 5 10 10 7 5 6 6 5 6 8 

1 Как мы увидим дальше, наилучшей оценкой является линия среднеквадратиче-

ской регрессии. 
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Изобразим полученную зависимость графически точками 
координатной плоскости (рис. 3.1). Такое изображение стати-
стической зависимости называется полем корреляции.

2 75 1 016� , ,y x= − +

Рис. 3.1 

По расположению эмпирических точек можно предполагать 
наличие л и н е й н о й  корреляционной (регрессионной) зави-
симости между переменными Х и Y.

Поэтому уравнение регрессии (3.2) будем искать в виде ли-
нейного уравнения 

                                    0 1
�y b b x= + . (3.3)

Отвлечемся на время от рассматриваемого примера и найдем 
формулы расчета неизвестных параметров уравнения линейной 
регрессии.

Согласно методу наименьших квадратов неизвестные парамет-
ры b0 и b1 выбираются таким образом, чтобы сумма квадратов 
отклонений эмпирических значений yi от значений �i� , найденных по 

уравнению регрессии (3.3), была минимальной:

              
( ) ( )

2
2

0 1

1 1

� min

n n

i i i i

i i

S y y b b x y
= =

= − = + − �� � . (3.4)

Следует отметить, что для оценки параметров b0 и 
b1 возможны и другие подходы. Так, например, согласно методу 
наименьших модулей следует минимизировать сумму абсолютных 

величин отклонений 
1

�

n

i i

i

y y

=

−� . Однако метод наименьших квад-

ратов существенно проще при проведении вычислительной про-
цедуры и дает, как мы увидим далее, хорошие по статистиче-
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ским свойствам оценки. Этим и объясняется его широкое при-
менение в статистическом анализе. 

На основании необходимого условия экстремума функции 
двух переменных S=S(b0, b1) (3.4) приравниваем к нулю ее част-
ные производные, т. е. 

( )

( )
�

�

�

�
�

�

�

=−+=

=−+=

�

�

=

=

n

i

iii

n

i

ii

xyxbb

�b

�S

yxbb

�b

�S

1

10

1

1

10

0

,02

;02

откуда после преобразований получим систему нормальных урав-
нений для определения параметров линейной регрессии: 

                     
�

�

�

�
�

�

�

=+

=+

� ��

��

= ==

==

n

i

n

i

ii

n

i

ii

n

i

i

n

i

i

yxxbxb

yxbnb

1 11

2

10

11

10

.

;

(3.5)

Теперь, разделив обе части уравнений (3.5) на n, получим 
систему нормальных уравнений в виде: 

                              �
�

�

=+

=+

,

;

2

10

10

xyxbxb

yxbb

 (3.6)

где соответствующие средние определяются по формулам: 

;

1

n

x

x

n

i

i�

=

=
(3.7) ;

1

n

yx

xy

n

i

ii�

=

= (3.9)

;

1

n

y

y

n

i

i�

=

=
(3.8)

.

1

2

2

n

x

x

n

i

i�

=

= (3.10)

Подставляя значение 

                                  xbyb
10

−= (3.11)

из первого уравнения системы (3.6) в уравнение регрессии (3.3), 
получим 

1 1
� ,y y b x b x= − +

или

                                  ( )1
� .y y b x x− = −  (3.12)
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Коэффициент b1 называется выборочным коэффициентом рег-
рессии (или просто коэффициентом регрессии) Y по X.

Коэффициент регрессии Y по X показывает, на сколько единиц 
в среднем изменяется переменная Y при увеличении переменной Х

на одну единицу.
Решая систему (3.6), найдем 

                       

( )

1
2

22

�Cov ,
,

x

X Yxy x y
b

sx x

−

= =

−

 (3.13)

где 2

x

s  — выборочная дисперсия переменной Х:

                        
( ) ,

2
1

2

2
22

x

n

x

xxs

n

i

i

x
−=−=

�

=  (3.14)

( )�Cov ,X Y — выборочный корреляционный момент или выбороч-

ная ковариация:

                     
( )

1�Cov , .

n

i i

i

x y

X Y xy x y x y
n

=

= − = −

�

(3.15)

Отметим, что из полученного уравнения регрессии (3.12)
следует, что линия регрессии проходит через точку ),( yx ,

т. е. xbby
10

+= .

� Пример 3.1. По данным табл. 3.1 найти уравнение регрес-
сии Y по Х.

Р е ш е н и е. Вычислим все необходимые суммы: 

�

=

10

1i

i
x = 8+11+12+9+8+8+9+9+8+12=94;. 

�

=

10

1

2

i

i
x = 82+112+122+92+82+82+92+92+82+122=908;

�

=

10

1i

i
y = 5+10+10+7+5+6+6+5+6+8=68; 

�

=

10

1i

ii
yx = 8•5+11•10+12•10+9•7+8•5+8•6+9•6+           

                                    +9•5+8•6+12•8 = 664. 

Затем по формулам (3.7)—(3.15) находим выборочные харак-
теристики и параметры уравнений регрессии: 
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x  = 94/10 = 9,4 (м); y  = 68/10=6,8 (т); 

2

x

s = 908/10— 9,42= 2,44; 

664 10 9 4 6 8 2 48�Cov( , ) / , , , ;X Y = − � = b1=2,48/2,44=1,016. 

Итак, уравнение регрессии Y по X:

( )6 8 1 016 9 4� , , ,y x− = − или 2 75 1 016� , , .y x= +

Из полученного уравнения регрессии (см. рис. 3.1) следует, что 
при увеличении мощности пласта Х на 1 м добыча угля на одного 
рабочего Y увеличивается в среднем на 1,016 т (в усл. ед.) (отметим, 
что свободный член в данном уравнении регрессии не имеет реаль-
ного смысла). �

З а м е ч а н и е. Значения переменных xi и yi могут быть из-
мерены в о т к л о н е н и я х  от средних значений, т. е. как 

,xxx
ii
−=� yyy

ii
−=� . Начало координат при этом переместится 

в точку ),( yx , а линией регрессии будет та же прямая на плос-

кости, что и для исходных данных xi, yi. Следовательно, ,0=�x

,0=�y  и уравнение регрессии (3.12) в отклонениях примет вид

                                      1
�y b x� �= ,

а формула (3.13) того же коэффициента регрессии b1 упростится: 

                                      
�

�

=

=

�

��

=

�

��

=

n

i

n

i

x

yx

x

yx

b

1

2

1

2

1
, (3.16)

ибо                   ,/

1

nyxyx

n

i

i
�

�

�

�

�

�
��=�� �

=

./

1

22

nxx

n

i

�

�

�

�

�

�
�=� �

=

3.3. Коэффициент корреляции 

Перейдем к о ц е н к е  т е с н о т ы  корреляционной зави-
симости. Рассмотрим наиболее важный для практики и теории 
случай линейной зависимости вида (3.12).

На первый взгляд, подходящим измерителем тесноты связи 
Y от X является коэффициент регрессии b1, ибо, как уже было 
отмечено, он показывает, на сколько единиц в среднем изменя-
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ется Y, когда X увеличивается на одну единицу. Однако b1 зави-
сит от единиц измерения переменных. Например, в полученной 
ранее зависимости он увеличится в 100 раз, если мощность пла-
ста Х выразить не в метрах, а в сантиметрах. 

Очевидно, что для «исправления» b1 как показателя тесноты 
связи нужная такая стандартная система единиц измерения, в 
которой данные по различным характеристикам оказались бы 
сравнимы между собой. Статистика знает такую систему еди-
ниц. Эта система использует в качестве единицы измерения пе-
ременной ее среднее квадратическое отклонение s.

Представим уравнение (3.12) в эквивалентном виде: 

                             

1

�

.
x

y y x

sy y x x

b

s s s

− −

=

В этой системе величина 

                                y

x

s

s

br
1

=  (3.17)

показывает, на сколько величин sy изменится в среднем Y, когда X

увеличится на одно sx.
Величина r является показателем тесноты линейной связи и 

называется выборочным коэффициентом корреляции (или просто 
коэффициентом корреляции).

Две корреляционные зависимости переменной Y от X приве-
дены на рис. 3.2. Очевидно, что в случае а зависимость между 
переменными менее тесная и коэффициент корреляции должен 
быть меньше, чем в случае б, так как точки корреляционного 
поля  а дальше отстоят от линии регрессии, чем точки поля б.
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Рис. 3.2 
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Если r > 0 (b1 > 0), то корреляционная связь между перемен-
ными называется прямой, если r < 0 (b1 < 0), — обратной. При 
прямой (обратной) связи увеличение одной из переменных ведет к 
увеличению (уменьшению) условной (групповой) средней другой. 

Учитывая (3.13), формулу для r представим в виде: 

                        

( )�Cov ,
.

x y x y

X Yxy x y
r

s s s s

−

= = (3.18)

Отметим другие модификации формулы r, полученные из 
формулы (3.18) с помощью формул (3.7)—(3.10), (3.13)—(3.15):

                        

( )( )
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= (3.19)
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ii

yynxxn

yxyxn

r . (3.20)

Для практических расчетов наиболее удобна формула (3.20), 
так как по ней r находится непосредственно из данных наблю-
дений и на значении r не скажутся округления данных, связан-
ные с расчетом средних и отклонений от них. 

Выборочный коэффициент корреляции r (при достаточно 
большом объеме выборки n) так же, как и коэффициент корре-
ляции двух случайных величин (§ 2.5), обладает следующими 
с в о й с т в а м и. 

1. Коэффициент корреляции принимает значения на отрезке  

[—1;1], т. е. –1 � r �1.

Чем ближе �r� к единице, тем теснее связь. 

2. При r = ±1 корреляционная связь представляет линейную 

функциональную зависимость. При этом все наблюдаемые значения 

располагаются на прямой линии (рис. 3.3). 
3. При r = 0 линейная корреляционная связь отсутствует. При 

этом линия регрессии параллельна оси Ox (рис. 3.4). 
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Рис. 3.3

Следует отметить, что мы 
ввели выборочный коэффици-
ент корреляции r исходя из 
оценки близости точек корре-
ляционного поля к прямой рег-
рессии Y по X. Однако r являет-
ся непосредственно оценкой 
генерального коэффициента 
корреляции � между X и Y

лишь в случае двумерного нормального закона распределения 
случайных величин X и Y. В других случаях (когда распределения 
X � Y отклоняются от нормального, одна из исследуемых величин, 
например X, не является случайной и т.п.) выборочный коэффи-
циент корреляции не следует рассматривать как строгую меру 
взаимосвязи переменных. 

� Пример 3.2.
По данным табл. 3.1 вычислить коэффициент корреляции 

между переменными Х и Y.

Р е ш е н и е. В примере 3.1 были вычислены �
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Рис. 3.4
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,866,0

68496109490810

689466410

22

=

−�−�

�−�

=r

т. е. связь между переменными достаточно тесная. �

3.4. Основные положения регрессионного  
анализа. Оценка параметров  
парной регрессионной модели.  

Теорема Гаусса—Маркова 

Как отмечено в §3.2, рассматриваемая в регрессионном ана-
лизе зависимость Y от Х может быть представлена в виде мо-
дельного уравнения регрессии (3.1).

В силу воздействия неучтенных случайных факторов и при-
чин отдельные наблюдения переменной Y будут в бо́льшей или 

меньшей мере отклоняться от функции регрессии ( ).��  В этом 

случае уравнение взаимосвязи двух переменных (парная регрессион-
ная модель) может быть представлено в виде: 

( ) �+�= �Y ,

где � — случайная переменная (случайный член), характеризую-
щая отклонение от функции регрессии. Эту переменную будем 
называть возмущающей или просто возмущением (либо ошиб-
кой)1. Таким образом, в регрессионной модели зависимая перемен-

ная Y есть некоторая функция ( )�� с точностью до случайного 

возмущения �.
Рассмотрим линейный регрессионный анализ, для которого 

функции ( )��  л и н е й н а  относительно оцениваемых пара-

метров:

                              .)(
10
�Y�

�

�+�= (3.21)

Предположим, что для оценки параметров линейной функ-
ции регрессии (3.21) взята выборка, содержащая n пар значений 
переменных (xi, yi), где i=1,2,…, n. В этом случае линейная парная 
регрессионная модель имеет вид: 

                              
.

10 iii
xy �+�+�= (3.22)

1
 В литературе переменную � называют также остаточной или остатком.
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Отметим о с н о в н ы е  п р е д п о с ы л к и  регрессионно-
го анализа. 

1. В модели (3.22) возмущение1 �i (или зависимая переменная 
yi) есть величина случайная, а объясняющая переменная xi — вели-
чина неслучайная2.

2. Математическое ожидание возмущения �i равно нулю:

                                   
( ) 0=�

i
� (3.23)

(или математическое ожидание зависимой переменной yi равно 

линейной функции регрессии: ( ) )
10 ii
xy� �+�= .

3. Дисперсия возмущения �i (или зависимой переменной yi) по-
стоянна для любого i:

                                 
( ) 2

�=�
i

D

       (3.24)

(или ( ) 2

�=
i
yD ) — условие гомоскедастичности или равноизмен-

чивости возмущения (зависимой переменной)). 
4. Возмущения �i и �j (или переменные yi и yj) не коррелированы3:

                               
( ) 0=��

ji
� (i � j).          (3.25)

5. Возмущение �i (или зависимая переменная yi) есть нормаль-
но распределенная случайная величина.

В этом случае модель (3.22) называется классической нор-
мальной линейной регрессионной моделью (Classical Normal Linear 
Regression model).

Для получения уравнения регрессии достаточно предпосы-
лок 1—4. Требование выполнения предпосылки 5 (т. е. рассмот-
рение «нормальной регрессии») необходимо для оценки т о ч -
н о с т и  уравнения регрессии и его параметров. 

Оценкой модели (3.22) по выборке является уравнение рег-
рессии

0 1
�y b b x= +  (3.3). Параметры этого уравнения b0 и b1 оп-

ределяются на основе метода наименьших квадратов. Об их на-
хождении подробно см. § 3.2.

1 Во всех предпосылках i=1,2,…, n.
2 При этом предполагается, что среди значений xi (i=1,2,…,n) не все одинако-
вые, так что имеет смысл формула (3.13) для коэффициента регрессии. 
3 Требование некоррелированности Cov(�i, �j)=0 с учетом (2.30) и (3.23) приво-
дит к условию (3.25):  Cov(�i, �j)=М[(�i – 0)(�j – 0)] = М(�i �j) = 0. При выполнении 

предпосылки 5 это требование равносильно независимости переменных �i и �j
(yi и yj).
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Воздействие неучтенных случайных факторов и ошибок на-
блюдений в модели (3.22) определяется с помощью дисперсии

возмущений (ошибок) или остаточной дисперсии �
2. Несмещенной 

оценкой этой дисперсии является выборочная остаточная дис-
персия1.

                         

( )
2

2

2 1 1

2 2

�

,

n n

i i i

i i

y y e

s
n n

= =

−

= =

− −

� �

(3.26)

где �
iy  — групповая средняя, найденная по уравнению регрессии; 

�
i i ie y y= −  — выборочная оценка возмущения2 �i или остаток рег-

рессии.
Напомним, что в математической статистике для получения 

несмещенной оценки дисперсии случайной величины соответст-
вующую сумму квадратов отклонений от средней делят не на 
число наблюдений n, а на число степеней свободы (degress of free-
dom) n – m, равное разности между числом независимых на-
блюдений случайной величины n и числом связей, ограничи-
вающих свободу их изменения, т. е. число m уравнений, связы-
вающих эти наблюдения. Поэтому в знаменателе выражения 
(3.26) стоит число степеней свободы n – 2, так как две степени 
свободы теряются при определении двух параметров прямой из 
системы нормальных уравнений (3.5).

Возникает вопрос, являются ли оценки b0, b1, s2 параметров 
�0, �1 �

2 «наилучшими»? Ответ на этот вопрос дает следующая 
теорема. 

Теорема Гаусса—Маркова. Если регрессионная модель (3.22)
удовлетворяет предпосылкам 1—4 (с. 61), то оценки b0 (3.11), b1
(3.13) имеют наименьшую дисперсию в классе всех линейных не-
смещенных оценок (Best Linear Unbiased Estimator, или BLUE).3

Таким образом, оценки b0 и b1 в определенном смысле яв-
ляются наиболее эффективными линейными оценками парамет-
ров �0 и �1.

До сих пор мы использовали оценки параметров, получен-
ные методом наименьших квадратов. Рассмотрим еще один 

1 Формула (3.26) при р = 1 является частным случаем формулы (4.21), доказан-
ной ниже в § 4.4.
2 ei называют также невязкой.
3

��������	
���� ���
��� ������—��
���� � ����� �–—� �
–��—��� � § 4.4. 
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важный метод получения оценок, широко используемый в эко-
нометрике, — метод максимального правдоподобия. 

Метод максимального правдоподобия. Для его применения 
должен быть известен в и д  закона распределения вероятностей 
имеющихся выборочных данных. 

Полагая выполнение предпосылки 5 (с. 61) регрессионного 
анализа, т. е. н о р м а л ь н у ю  классическую регрессионную 
модель (3.22), будем рассматривать значения yi как независимые 
нормально распределенные случайные величины с математиче-

ским ожиданием ( )
ii
xy�

10
�+�= , являющимся функцией от xi,

и постоянной дисперсией �2.
Следовательно, плотность нормально распределенной слу-

чайной величины yi

( )

.

2

1

)( 2

2

10

2�

�−�−

−

��

=�

ii
xy

iN
ey

Функция правдоподобия, выражающая плотность вероятности
совместного появления результатов выборки, имеет вид 

( )

( )

( )

�

=

�

� �−�−

−
=

��

=���

n

i

xy

n
nnii

n

i

ii

exyxyL

1

2
2

10
.

2

1

;,;,;...;
2

1

2

10

Согласно методу максимального правдоподобия в качестве оце-

нок параметров �0, �1 и �
2 принимаются такие значения

0 1
�

2� � �,� � � , которые максимизируют функцию правдоподобия L.

Очевидно, что при заданных значениях x1, x2,…, x
n

объяс-
няющей переменной Х и постоянной дисперсии �2 функция 
правдоподобия L достигает максимума, когда показатель степе-
ни при e будет минимальным по абсолютной величине, т. е. при 
условии минимума функции 

( ) ,

1

2

10�

=

�−�−

n

i

ii
xy

что совпадает с условием (3.4) нахождения оценок b0 и b1 мето-
дом наименьших квадратов. Следовательно, оценки b0 (3.11) и b1
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(3.13) параметров �0, �1 совпадают с оценками метода макси-

мального правдоподобия 
0

�

�  и 
1

�

� .

Для нахождения оценки 2

��  максимального правдоподобия 

параметра �2, максимизирующей функцию L, качественных со-
ображений уже недостаточно, и необходимо прибегнуть к мето-
дам дифференциального исчисления. Приравняв частную про-

изводную 0

2

=

��

�L

 (соответствующие выкладки предлагаем про-

вести читателю самостоятельно), получим 

           
( )

2

2
2 1

0 1

1

1

� ,

n

in

i

i i

i

�

y b b x
n n

=

=

� = − − =

�

� (3.27)

где параметры �0 и �1 заменены их оценками b0 и b1. Сравнивая 
с полученной ранее несмещенной оценкой s2 (3.26), видим, что 

оценка 2

��  (3.27) метода максимального правдоподобия пара-

метра �2 является смещенной.
В соответствии со свойствами оценок максимального прав-

доподобия оценки (b0, b1) и 2

��  (а значит, и s2) являются состоя-
тельными оценками. Можно показать, что при выполнении предпо-
сылки 5 о нормальном законе распределения возмущения �i (i=1,…, n)
эти оценки являются независимыми.

3.5. Интервальная оценка функции регрессии  

и ее параметров 

Доверительный интервал для функции регрессии. Построим 
доверительный интервал для функции регрессии, т.е. для 
условного математического ожидания M

x
(Y), который с заданной 

надежностью (доверительной вероятностью) � = 1–� накрывает 
неизвестное значение M

x
(Y).

Найдем дисперсию групповой средней �y , представляющей 

выборочную оценку Mx(Y). С этой целью уравнение регрессии 
(3.12) представим в виде: 

                                1
� ( ).y y b x x= + − (3.28)

На рис. 3.5 линия регрессии (3.28) изображена графически. 
Для произвольного наблюдаемого значения yi выделены его 
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составляющие: средняя y , приращение )(
1

xxb
i
− , образующие 

расчетное значение �iy , и остаток ei.

Дисперсия групповой средней равна сумме дисперсий двух 
н е з а в и с и м ы х 1 слагаемых выражения (3.28):

                            1

2 2 2 2

�

( ) .y y b x x� = � + � − (3.29)

(Здесь учтено, что )( xx −  — неслучайная величина, при 

вынесении которой за знак дисперсии ее необходимо возвести в 
квадрат.)

�

10

b
0

y

x x
i

x

y

b
1

x x
i
−

y
i

e
i

b x x
i1

( )−

y
x
i

( )x y,

y
x
=b

0
+b

1
x

( )x yi i,

Рис. 3.5 

Дисперсия выборочной средней y
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=== (3.30)

Для нахождения дисперсии 2

1
b

�  представим коэффициент 

регрессии (3.16) в виде 

                      

( )( )

( )

.
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1
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b (3.31)

1
 Доказательство этого факта здесь не приводится. 
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Тогда

                  

( )

( )
( )
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1
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xx
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(3.32)

Найдем оценку дисперсии групповых средних (3.29),
учитывая (3.30) и (3.32) и заменяя �2 ее оценкой s2:

                     

2

2 2

2

1

1

�

( )
.

( )
y n

i

i

x x
s s

n
x x

=

� �

� �
−

� �= +

� �
−

� �

� �

�

(3.33)

Основываясь на предпосылках 1—5 регрессионного анализа 

(§ 3.4), можно показать, что статистика
�

� ( )x

y

y M Y
t

s

−

=  имеет  

t-распределение Стьюдента с k = n – 2 степенями свободы и по-
строить доверительный интервал для условного математического 
ожидания M

x
(Y):

                   1 1� �; ;� �( ) ,k y x k yy t s M Y y t s
−� −�

− � � � + � (3.34)

где 2

� �y ys s=  — стандартная ошибка групповой средней �y .

Из формул (3.33) и (3.34)
видно, что величина (длина) дове-
рительного интервала зависит от 
значения объясняющей перемен-
ной x: при xx =  она минимальна, 

а по мере удаления х от x  вели-

чина доверительного интервала 
увеличивается (рис. 3.6). Таким 
образом, прогноз значений (опре-
деление неизвестных значений) 
зависимой переменной Y по урав-
нению регрессии оправдан, если 

значение x объясняющей переменной X не выходит за диапазон 
ее значений по выборке (причем тем более точный, чем ближе x

y

x0

Доверительные

границы для

y
0
*

Доверительные

границы для

M
x
(Y)

y

x

Рис. 3.6 
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к x ). Другими словами, экстраполяция кривой регрессии, т.е. ее 

использование вне пределов обследованного диапазона значений 
объясняющей переменной (даже если она оправдана для рас-
сматриваемой переменной исходя из смысла решаемой задачи) 
может привести к значительным погрешностям.

Доверительный интервал для индивидуальных значений зависимой 
переменной. Построенная доверительная область для M

x
(Y) (см. 

рис. 3.6) определяет местоположение модельной линии регрессии 
(т.е. условного математического ожидания), но не отдельных воз-
можных значений зависимой переменной, которые отклоняются 
от средней. Поэтому при определении доверительного интервала 

для индивидуальных значений �

0
y  зависимой переменной необходимо 

учитывать еще один источник вариации — рассеяние вокруг линии 

регрессии, т.е. в оценку суммарной дисперсии 2

�y

s  следует 

включить величину s2. В результате оценка дисперсии 
индивидуальных значений y0 при x = x0 равна 

                     

0

2

2 2 0

�

2

1

( )1

1 ,

( )

y n
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i

x x

s s

n

x x

=

� �

� �
−

� �= + +

� �
−

� �

� �

�

(3.35)

а соответствующий доверительный интервал для прогнозов 

индивидуальных значений �

0
y  будет определяться по формуле: 

                   
0 0

� �0 1 ; 2 0 0 1 ; 2

� � .
n y n y

y t s y y t s

�

−� − −� −

− � � + (3.36)

Доверительный интервал для параметров регрессионной модели. 
Наряду с интервальным оцениванием функции регрессии ино-
гда представляет интерес построение доверительных интервалов 
для параметров регрессионной модели, в частности для пара-
метров регрессионной модели, в частности для �1 и �

2.
Можно показать, что при выполнении предпосылки 5 (с. 61) 

регрессионного анализа статистика 
1

11

b

b

t

�

�−

=  имеет стандарт-

ный нормальный закон распределения, а если в выражении 

(3.32) для 
1

2

b

� заменить �2 ее оценкой s2, то статистика 
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2

1

11

�

=

−

�−

=

n

i

i
xx

s

b

t (3.37)
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имеет t-распределение Стьюдента с k = n – 2 степенями свобо-
ды. Поэтому (см. § 2.7) интервальная оценка параметра �1 на
уровне значимости � имеет вид: 

( ) ( )

.

1

2

2;111

1

2

2;11

��

=

−�−

=

−�−

−

+���

−

−

n

i

i

n

n

i

i

n

xx

s

tb

xx

s

tb  (3.38) 

При построении доверительного интервала для параметра 

�
2 исходят из того, что статистика 

2

2

�

ns

 имеет 2

� -распределение с 

k = n – 2 степенями свободы. Поэтому интервальная оценка для �
2

на уровне значимости � имеет вид (см. (2.43)): 

                           

2

2;2/1

2

2

2

2/2;�

2

�
−�−−

�

���

nn

nsns

 (3.39)

(доверительный интервал выбирается таким образом, чтобы 

( ) ( ) ).

2

2

2;2/

22

2;2/1

2

�

=�>�=�<�
−�−�− nn

P�

� Пример 3.3.
По данным табл. 3.1: 1) оценить сменную среднюю добычу 

угля на одного рабочего для шахт с мощностью пласта 8 м; 
2) найти 95%-ные доверительные интервалы для индиви-

дуального и среднего значений сменной добычи угля на 1 
рабочего для таких же шахт; 

3) найти с надежностью 0,95 интервальные оценки коэффи-
циента регрессии �1 и дисперсии �2.

Р е ш е н и е. Уравнение регрессии Y по Х было получено в 

примере 3.1: 2 75 1 016� , ,y x= − + , т.е. при увеличении мощности 

пласта Х на 1 м добыча угля на одного рабочего Y увеличивается 
в среднем на 1,016 т (в усл. ед.). 

1. Оценим условное математическое ожидание M
x=8(Y).

Выборочной оценкой M
x=8(Y) является групповая средняя 

8
�
x
y

=

,

которую найдем по уравнению регрессии:  

8
�
x

y
=

=–2,75+1,016Ÿ8=5,38 (т). 

Для построения доверительного интервала для M
x=8(Y)

необходимо знать дисперсию его оценки, т.е. 
8

2

�
xy

s
=

. Составим 
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вспомогательную таблицу (табл. 3.2) с учетом того, что x =9,4 (м), 

а значения определяются по полученному уравнению регрессии.

Т а б л и ц а  3.2 

xi 8 11 12 9 8 8 9 9 8 12 �

( )
2

x
i
x −

1,96 2,56 6,76 0,16 1,96 1,96 0,16 0,16 1,96 6,76 24,40 

2 75

1 016

� ,

,

yi

xi

= − +

+

5,38 8,43 9,44 6,39 5,38 5,38 6,39 6,39 5,38 9,44 — 

2 2�( )i i ie y y= −

0,14 2,48 0,31 0,37 0,14 0,39 0,15 1,94 0,39 2,08 8,39 

Теперь имеем по (3.26): s2=
8,39
10–2

=1,049, по (3.32):

8

2

2
1 8 9 4

1 049 0 189

10 24 4

�

( , )
, ,

,
xy

s
=

� �−

= + =
� �

� �

и
8

0 189 0 435
�

, ,
xy

s
=

= =  (т). 

По табл. II приложений t0,95;8=2,31. Теперь по (3.34) иско-
мый доверительный интервал 

5,38–2,31š0,435 � M
x=8(Y) � 5,38+2,31š0,435, 

или                      4,38 � M
x=8(Y) � 6,38 (т). 

Итак, средняя сменная добыча угля на одного рабочего для 
шахт с мощностью пласта 8 м с надежностью 0,95 находится в 
пределах от 4,38 до 6,38 т. 

2. Чтобы построить доверительный интервал для индивидуального 

значения �

=8
0
x

y , найдем дисперсию его оценки по (3.35):

238,1

4,24

)4,98(

10

1

1049,1

2

2

8
0

=
�
�

�

�

�
�

�

� −

++=
=x

y

s

и 113,1238,1
8

0

==

=x
y
s  (т). 

Далее искомый доверительный интервал получим по (3.36):

5,38–2,31š1,113� �

=8
0
x

y � 5,38+2,31š1,113, 

или                       2,81� �

=8
0
x

y � 7,95. 
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Таким образом, индивидуальная сменная добыча угля на 
одного рабочего для шахт с мощностью пласта 8 м с надеж-
ностью 0,95 находится в пределах от 2,81 до 7,95 т. 

3. Найдем 95%-ный доверительный интервал для параметра �1.
По формуле (3.38)

,

4,24

049,1

31,2016,1

4,24

049,1

31,2016,1
1

+���−

или 495,1537,0
1
��� , т. е. с надежностью 0,95 при изменении 

мощности пласта Х на 1 м суточная выработка Y будет изменять-
ся на величину, заключенную в интервале от 0,537 до 1,495 (т). 

Найдем 95%-ный доверительный интервал для параметра �2.
Учитывая, что �=1–0,95=0,05, найдем по таблице III прило-

жений

53,17
2

8;025,0

2

2;2/
=�=�

−� n

;

.18,2
2

8;975,0

2

2;2/1
=�=�

−�− n

По формуле (3.39)

,

18,2

049,110

53,17

049,110
2

�

���

�

или         0,598 � �
2
� 4,81,   и   0,773 � � � 2,19. 

Таким образом, с надежностью 0,95 дисперсия возмущений 
заключена в пределах от 0,598 до 4,81, а их стандартное откло-
нение — от 0,773 до 2,19 (т). �

3.6. Оценка значимости уравнения регрессии. 
Коэффициент детерминации 

Проверить значимость уравнения регрессии — значит уста-

новить, соответствует ли математическая модель, выражающая 
зависимость между переменными, экспериментальным данным и 

достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных 
(одной или нескольких) для описания зависимой переменной. 

Проверка значимости уравнения регрессии производится на 
основе дисперсионного анализа.  

В математической статистике дисперсионный анализ рассмотрен 
как самостоятельный инструмент (метод) статистического анализа. 
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Здесь же он применяется как вспомогательное средство для 
изучения качества регрессионной модели. 

Согласно основной идее дисперсионного анализа (см., на-
пример, [17]) 

( )

( ) ( )

2

2

1 1

2
2

1 1 1

2

� �( ) ( )

� � � �( ) ( ) ,

n n

i i i i

i i

n n n

i i i i i i

i i i

y y y y y y

y y y y y y y y

= =

= = =

� �− = − + − =
� �

= − + − + − −

� �

� � �

(3.40)

или

                                           Q = QR+Qe, (3.41)

где Q — общая сумма квадратов отклонений зависимой пере-
менной от средней, а QR и Qe — соответственно сумма квадратов, 
обусловленная регрессией, и остаточная сумма квадратов, харак-
теризующая влияние неучтенных факторов1.

Убедимся в том, что пропущенное в (3.41) третье слагаемое 

( )( )3

1

2 � �

n

i i i

i

Q y y y y
=

= − −�  равно 0. Учитывая (3.28), (3.11), имеем: 

( )1
� ;i iy y b x x− = −

( ) ( ) ( )0 1 1 1 1
� .i i i i i i i iy y y b b x y y b x b x y y b x x− = − − = − − − = − − −

Теперь2

( )( ) ( )( ) ( )
2

2

3 1 1

1 1 1

2 2 2 0� �

n n n

i i i i i i

i i i

Q y y y y b x x y y b x x
= = =

= − − = − − − − =� � �

(с учетом соотношения (3.31)).
Схема дисперсионного анализа имеет вид, представленный 

в табл. 3.3. 

1 В переводной литературе Q, QR, Qe обозначаются соответственно TSS (total sum 
of squares), RSS (regression sum of squares)  и ESS (error sum of squares). 

2 Из полученного соотношения видно, что ( )

1

0�

n

i i

i

y y

=

− =� . Вообще говоря, 

это равенство, а с ним в конечном счете и разложение (3.41), выполняется толь-

ко при наличии свободного члена в регрессионной модели. 
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Т а б л и ц а  3.3 

Компоненты 

дисперсии

Сумма квадратов Число степеней 

свободы

Средние

квадраты

Регрессия
2

1

�( )
n

R i

i

Q y y
=

= −� 1−m

1

2

−

=

m

Q

s
R

R

Остаточная
2

1

�( )
n

e i i

i

Q y y
=

= −� mn −

mn

Q

s
e

−

=

2

Общая �

=

−=

n

i

i
yyQ

1

2

)( 1−n

Средние квадраты 2

R
s  и s2  (табл. 3.3) представляют собой не-

смещенные оценки дисперсий зависимой переменной, обуслов-
ленных соответственно регрессий или объясняющей переменной 
Х и воздействием неучтенных случайных факторов и ошибок; m — 
число оцениваемых параметров уравнения регрессии; n — число 
наблюдений.

З а м е ч а н и е. При расчете общей суммы квадратов Q по-
лезно иметь в виду, что 

                          
�

�

=

=

�

�

�

�

�

�

−=

n

i

n

i

i

i

n

y

yQ

1

2

1
2 .           (3.42)

(Формула (3.42) следует из разложения 

( ) �� �

== =

+−=−=

n

i

i

n

i

n

i

ii
ynyyyyyQ

1

2

1 1

2
2

2  с учетом (3.8).)

При отсутствии линейной зависимости между зависимой и 
объясняющими(ей) переменными случайные величины 

)1/(
2

−= mQs
RR

и s2=Q
e
/(n–m) имеют �2-распределение соответ-

ственно с m–1 и n–m степенями свободы, а их отношение —  
F-распределение с теми же степенями свободы (см. § 2.3). По-
этому уравнение регрессии значимо на уровне �, если 
фактически наблюдаемое значение статистики 

                         

,

)1(

)(

21
;;

2

2

kk

R

e

R

F

s

s

mQ

mnQ

F
�

>=

−

−

= (3.43)

где
21

;; kk
F
�

 — табличное значение F-критерия Фишера—

Снедекора, определенное на уровне значимости � при k1=m–1 и 
k2=n–m степенях свободы. 
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Учитывая смысл величин 2

R
s  и s2, можно сказать, что 

значение F показывает, в какой мере регрессия лучше оценивает 
значение зависимой переменной по сравнению с ее средней.

В случае линейной парной регрессии m = 2, и уравнение 
регрессии значимо на уровне �, если 

                               

.

)2(

2;1; −�

>

−

=
n

e

R

F

Q

nQ

F (3.44)

Следует отметить, что значимость уравнения парной линей-
ной регрессии может быть проведена и другим способом, если 
оценить значимость коэффициента регрессии b1, который, как 
отмечено в § 3.4, имеет t-распределение Стьюдента с k=n–2 
степенями свободы. 

Уравнение парной линейной регрессии или коэффициент 
регрессии b1 значимы на уровне � (иначе — гипотеза H0  о ра-
венстве параметра �1 нулю, т. е. H0: �1=0, отвергается), если 
фактически наблюдаемое значение статистики (3.37)

                              

( )�

=

−

−

=

n

i

i
xx

s

b

t

1

21
0

 (3.45)

больше критического (по абсолютной величине), т. е. 

.

2;1 −�−

>
n

tt

Можно показать, что для парной линейной модели оба спо-
соба проверки значимости с использованием F- и t-критериев 
равносильны, ибо эти критерии связаны соотношением F = t2.

В ряде прикладных задач требуется оценить значимость ко-
эффициента корреляции r (§ 3.3). При этом исходят из того, что 

при отсутствии корреляционной связи статистика 
2

1

2

r

nr

t

−

−

=

имеет t-распределение Стьюдента с n – 2 степенями свободы. 
Коэффициент корреляции r значим на уровне � (иначе — 

гипотеза H0 о равенстве генерального коэффициента корреляции 
� нулю, т. е. H0: �=0, отвергается), если 

                            

,

1

2

2;1

2

−�−

>

−

−

=
n

t

r

nr

t

(3.46)

где
2;1 −�− n

t — табличное значение t-критерия Стьюдента, опреде-

ленное на уровне значимости � при числе степеней свободы n–2.
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Легко показать, что получаемые значения t-критерия для 
проверки гипотез �=0 по (3.45) и �=0 по (3.46) одинаковы. 

� Пример 3.4.
По данным табл. 3.1 оценить на уровне �=0,05 значимость 

уравнения регрессии Y по X.
Р е ш е н и е. 1-й способ. Выше, в примерах 3.1, 3.2 были 

найдены: �
=

=

10

1

,68

i

i
y �

=

=

10

1

2

.496

i

i
y

Вычислим необходимые суммы квадратов по формулам 
(3.40), (3.42):

( )� �

�

= =

=

=−=

�

�

�

�

�

�

−=−=

10

1

10

1

2

2

10

1
2

2

;6,33

10

68

496

10
i i

i

i

ii

y

yyyQ

( )

10 10

2
2

1 1

8 39� ,
e i i

i i

Q y y �
= =

= − = =� � (см. табл. 3.2); 

.21,2539,86,33 =−=−=

eR
QQQ

По формуле (3.43)

.04,24

39,8

)210(21,25

=

−

=F

По таблице F-распределения (табл. IV приложений) 
F0,05;1;8=4,20. Так как F>F0,05;1;8, то уравнение регрессии значимо. 

2-� способ. Учитывая, что b1=1,016, ( )�

=

=−

10

1

2

40,24

i

i
xx ,

s2=1,049 (см. пример 3.3, табл. 3.2), по формуле (3.45)

.90,440,24

049,1

016,1

==t
1

По таблицам t-распределения (табл. II приложений) 
t0,95;8=2,31. Так как t > t0,95;8, то коэффициент регрессии b1, а зна-
чит, и уравнение парной линейной регрессии Y по Х значимы. �

Одной из наиболее эффективных оценок адекватности регрес-
сионной модели, мерой качества уравнения регрессии, (или, как 

                                                           

1 Тот же результат может быть получен по формуле (3.46), учитывая, что  

r = 0,866 (см. пример 3.2): .90,4

866,01

210866,0

2

=

−

−

=t
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говорят, мерой качества подгонки регрессионной модели к на-
блюденным значениям yt), характеристикой прогностической 
силы анализируемой регрессионной модели является коэффициент 
детерминации, определяемый по формуле 

                              

2

1 .

R eQ Q
R

Q Q
= = −  (3.47)

Величина R2 показывает, какая часть (доля) вариации зависи-
мой переменной обусловлена вариацией объясняющей переменной. 

Так как 0 � QR � Q, то 0 � R2
� 1. 

Чем ближе R2 к единице, тем лучше регрессия аппроксимирует 
эмпирические данные, тем теснее наблюдения примыкают к ли-
нии регрессии. Если R2=1, то эмпирические точки (xi, yi) лежат 
на линии регрессии (см. рис. 3.3) и между переменными Y и X су-

ществует линейная функциональная зависимость. Если R2= 0, то 
вариация зависимой переменной полностью обусловлена воздейст-

вием неучтенных в модели переменных, и линия регрессии парал-
лельна оси абсцисс (см. рис. 3.4). 

Заметим, что коэффициент R2 имеет смысл рассматривать 
только при наличии свободного члена в уравнении регрессии, так 
как лишь в этом случае, как уже отмечалось, верно равенство 
(3.41), а следовательно, и (3.47).

Если известен коэффициент детерминации R2 , то критерий 
значимости (3.43) уравнения регрессии или самого коэффици-
ента детерминации может быть записан в виде 

                          
( )( )

.

11

)(

21
;;

2

2

kk
F

mR

mnR

F
�

>

−−

−

=  (3.48)

В случае парной линейной регрессионной модели коэффициент де-
терминации равен квадрату коэффициента корреляции, т. е. R2=r2 .

Действительно, учитывая (3.12), (3.17),
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� Пример 3.5.
По данным табл. 3.1 найти коэффициент детерминации и 

пояснить его смысл. 

Р е ш е н и е. В примере 3.4 было получено QR =25,21,  
Q = 33,6. 

По формуле (3.47) 750,0

6,33

21,25
2

===

Q

Q

R
R . (Коэффициент 

детерминации можно было вычислить и иначе, если учесть, что 
в примере 3.2 был вычислен коэффициент корреляции r=0,866. 
Тогда R2=r2=0,8662=0,750.) 

Это означает, что вариация зависимой переменной Y — смен-
ной добычи угля на одного рабочего — на 75,0% объясняется измен-
чивостью объясняющей переменной Х — мощностью пласта. �

3.7. Геометрическая интерпретация регрессии  
и коэффициента детерминации 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию регрессии. 
Предположим, что мы имеем n=3 наблюдения: y1, y2, y3 — зави-

симой переменной Y и х1, х2, 3
x

1 — объясняющей переменной Х.

Рассматривая трехмерное пространство с осями координат 1, 2, 3,

можно построить векторы Y=(y1, y2, y3), X=(x1, x2, x3), а также 

вектор S=(1;1;1) (рис. 3.7). Тогда значения 
1 2 3
� � �, ,y y y , получаемые 

по уравнению регрессии 
0 1

�y b b x= + , можно рассматривать как 

компоненты вектора �,Y  представляющего собой линейную ком-

бинацию векторов S и X, т. е. 
0 1

�Y b S b X= + .

Необходимо найти такие значения оценок b0 и b1, при кото-

рых вектор �Y наилучшим образом аппроксимирует (заменяет) 

вектор Y, т.е. вектор остатков e = (e1, e2, e3), где ei = �
iy – yi (i = 1, 

2, 3) будет иметь минимальную длину. Очевидно, решением зада-
чи будет такой вектор Y, для которого вектор e перпендикулярен 
плоскости �, образуемой векторами X и S (рис. 3.7), а значит, 
перпендикулярен и самим векторам X и S, т.е  е � X и  e � S.

1

Полагаем, что равенство x
1
=x

2
=x

3
не выполняется.
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Условием перпендикулярности пары векторов является равенст-
во нулю их скалярного произведения (11.27):

(e, S)=0 или ( ) ;01

1

10

1

=−+=� ��

==

n

i

ii

n

i

i
yxbbe

(e, X)=0 или ( )� �

= =

=−+=

n

i

n

i

iiiii
xyxbbxe

1 1

10
0

(где n=3), т. е. мы получим те же условия, из которых находятся 
«наилучшие» оценки b0, b1 (см. (3.13), (3.11)) метода наимень-
ших квадратов. 

�

�

e Y Y= −

�Y

�Y yS−

SyY −

Sy

�

Рис. 3.7 

Вектор ОР есть ортогональная проекция вектора Y на вектор 
S. Из векторной алгебры известно, что длина такого вектора 
равна отношению скалярного произведения векторов Y и S к 
длине вектора S, т. е. 

( )
,3

3111

111,

3

1

222

321

Sy

y

yyy

S

SY

��
i

i

=�=

++

�+�+�

==

�

=

где y — среднее значение переменной Y.

Следовательно, вектор ОР = Sy .
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Вектор �Y есть ортогональная проекция вектора Y на плоскость 
�. По известной в стереометрии теореме о трех перпендикулярах 

проекция вектора �Y  на вектор S совпадает с ОР. Следовательно, 

прямоугольный треугольник PMN образуют векторы PM =Y – ,�S

PN = �Y – yS , NM=Y– �Y = e (см. рис. 3.7). По теореме Пифагора 
2 2 2

PM PN NM= + , где вертикальными чертами отмечены 

длины векторов. Это равенство соответствует разложению (3.41)
общей суммы Q квадратов отклонений зависимой переменной Y
от средней �  на сумму квадратов QR, обусловленную регрессией, и 

остаточную сумму квадратов Qe, т. е. Q=QR+Qe. Поэтому коэффи-
циент детерминации R2, определяемый по (3.47), примет вид: 

�==
2

22

2

cos/ PMPNR ,

где � — угол между векторами PN и PM.
Геометрическая интерпретация регрессии, проведенная нами 

при n=3 наблюдениях, в принципе сохраняется и при n>3, од-
нако при этом она теряет свою наглядность. 

З.8. Коэффициент ранговой
корреляции Спирмена 

До сих пор мы анализировали зависимость между двумя коли-

чественными переменными. Вместе с тем в практике эконометри-
ста иногда встречаются случаи, когда необходимо установить тес-
ноту связи между ординальными (порядковыми) переменными (на-
пример, качество жилищных условий, тестовые баллы, экзамена-
ционные оценки и т. п.). В этом случае объекты анализа упоря-
дочивают или ранжируют по степени выраженности измеряемых 
переменных. При этом каждому объекту присваивается опреде-
ленный номер, называемый рангом. Например, объекту с наи-
меньшим проявлением (значением) признака присваивается ранг 1, 
следующему за ним — ранг 2 и т. д. Если объекты ранжированы 
по двум признакам, то имеется возможность оценить тесноту 
связи между переменными, основываясь на рангах, т. е. тесноту 
ранговой корреляции.

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена находится по 
формуле 
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( )

nn

sr

n

i

ii

−

−

−=�

�

=

3

1

2

6

1 ,   (3.49)

где ri и si ранги i-го объекта по переменным X и Y; n — число 
пар наблюдений. 

Если ранги всех объектов равны (ri = si, i=1,2,…, n), то �=1, 
т. е. при полной прямой связи �=1. При полной обратной свя-
зи, когда ранги объектов по двум переменным расположены в 
обратном порядке, можно показать, что �=–1. Во всех осталь-

ных случаях 1<� .

При ранжировании иногда сталкиваются со случаями, когда 
невозможно найти существенные различия между объектами по 
величине проявления рассматриваемого признака: объекты, как 
говорят, оказываются связанными. Связанным объектам припи-
сывают одинаковые средние ранги, такие, чтобы сумма всех 
рангов оставалась такой же, как и при отсутствии связанных 
рангов. Например, если четыре объекта оказались равнозначны-
ми в отношении рассматриваемого признака и невозможно оп-
ределить, какие из четырех рангов (4,5,6,7) приписать этим объ-
ектам, то каждому объекту приписывается средний ранг, равный 
(4+5+6+7)/4=5,5. В модификациях формулы (3.49) на связан-
ные ранги вводятся поправки. 

При проверке значимости � исходят из того, что в случае 
справедливости нулевой гипотезы об отсутствии корреляцион-
ной связи между переменными при n>10 статистика 

                                 
2

1

2

�−

−�

=

n

t  (3.50)

имеет t-распределение Стьюдента с (n–2) степенями свободы. 

Поэтому � значим на уровне �, если 
2;1 −�−

>
n

tt , где t1–�; n–2 — 

табличное значение t-критерия Стьюдента, определенное на 
уровне значимости � при числе степеней свободы (n–2). 

� Пример 3.6. По результатам тестирования 10 студентов по 
двум дисциплинам А и В на основе набранных баллов получены 
следующие ранги (табл. 3.4). Вычислить коэффициент ранговой 
корреляции Спирмена и проверить его значимость на уровне 
�=0,05.
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Р е ш е н и е. Разности рангов и их квадраты поместим в по-
следних двух строках табл. 3.4. 

Т а б л и ц а  3.4 

Результаты тестирования студентов Ранги по 

дисципли-

нам 1-й 2-й 3-й 4- й 5-й 6-й 7-й 8-й 9-й 10-й 

Все-

го

А

В

ri
si

2

2,5

4

6

5

4

1

1

7,5

2,5

7,5

7

7,5

8

7,5

9,5

3

5

10

9,5

55

55

ri — si

(ri — si)
2

–0,5

0,25

–2

4

1

1

0

0

5

25

0,5

0,25

–0,5

0,25

–2

4

–2

4

0,5

0,25

—

39

По формуле (3.49) 763,0

1010

396

1
3

=

−

�

−=� .

Для проверки значимости � по формуле (3.50) вычислим 

34,3

763,01

210

763,0

2

=

−

−

=t  и найдем по табл. II приложений 

t0,95;8 = 2,31. Так как t > t0,95;8, то коэффициент ранговой корре-
ляции � значим на 5%-ном уровне. Связь между оценками дис-
циплин достаточно тесная. �

Ранговый коэффициент корреляции � может быть использо-
ван и для оценки тесноты связи между обычными количествен-
ными переменными. Достоинство � здесь заключается в том, 
что нахождение этого коэффициента не требует нормального 
распределения переменных, линейной связи между ними. Одна-
ко необходимо учитывать, что при переходе от первоначальных 
значений переменных к их рангам происходит определенная по-
теря информации. Чем теснее связь, чем меньше корреляцион-
ная зависимость между переменными отличается от линейной, 
тем ближе коэффициент корреляции Спирмена � к коэффици-
енту парной корреляции r.

Упражнения

3.7. Имеются следующие данные об уровне механизации ра-
бот Х(%) и производительности труда Y (т/ч) для 14 однотипных 
предприятий: 
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xi 32 30 36 40 41 47 56 54 60 55 61 67 69 76 

yi 20 24 28 30 31 33 34 37 38 40 41 43 45 48 

Необходимо: а) оценить тесноту и направление связи между 
переменными с помощью коэффициента корреляции; б) найти 
уравнение регрессии Y по X.

3.8. При исследовании корреляционной зависимости между 
ценой на нефть Х и индексом нефтяных компаний Y получены 
следующие данные: 

x =16,2 (ден. ед.), 4000=y (усл. ед.), 4
2

=

x

s , ,500
2

=

�
s ( ) 40�Cov ,X Y = .

Необходимо: а) составить уравнение регрессии Y по Х; б) ис-
пользуя уравнение регрессии, найти среднее значение индекса 
при цене на нефть 16,5 ден. ед. 

3.9. По данным примера 3.7: а) найти уравнение регрессии Y
по X; б) найти коэффициент детерминации R2 и пояснить его 
смысл; в) проверить значимость уравнения регрессии на 5%-ном 
уровне по F-критерию; г) оценить среднюю производительность 
труда на предприятиях с уровнем механизации работ 60% и по-
строить для нее 95%-ный доверительный интервал; аналогичный 
доверительный интервал найти для индивидуальных значений 
производительности труда на тех же предприятиях. 

3.10. По данным 30 нефтяных компаний получено следую-
щее уравнение регрессии между оценкой Y (ден. ед.) и фактиче-
ской стоимостью Х (ден. ед.) этих компаний: у

х
 = 0,8750х + 295. 

Найти: 95%-ные доверительные интервалы для среднего и инди-
видуального значений оценки предприятий, фактическая стои-
мость которых составила 1300 ден. ед., если коэффициент кор-
реляции между переменными равен 0,76, а среднее квадратиче-
ское отклонение переменной Х равно 270 ден. ед. 

3.11. При приеме на работу семи кандидатам было предложено 
два теста. Результаты тестирования приведены в таблице: 

Результаты тестирования кандидатов (в баллах)Тест

1-й 2-й 3-й 4-й 5-й 6-й 7-й 

1

2

31

21

82

55

25

8

26

27

53

32

30

42

29

26

Вычислить коэффициент ранговой корреляции Спирмена 
между результатам тестирования по двум тестам и на уровне 
�=0,05 оценить его значимость.  

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



82

Глава 4

Множественный регрессионный анализ 

4.1. Классическая нормальная линейная модель 
множественной регрессии 

Экономические явления, как правило, определяются 
большим числом одновременно и совокупно действующих 
факторов. В связи с этим часто возникает задача исследования 
зависимости одной зависимой переменной Y от нескольких 
объясняющих переменных X1, X2,…, Xn. Эта задача решается с 
помощью множественного регрессионного анализа.

Обозначим i-е наблюдение зависимой переменной yi, а 
объясняющих переменных — xi1, xi2,…, xip. Тогда модель 
множественной линейной регрессии можно представить в виде:

                       ,...

22110 iippiii
xxxy �+�++�+�+�= (4.1)

где i = 1,2,…, n; �i удовлетворяет приведенным выше пред-
посылкам (3.23)—(3.25).

Модель (4.1), в которой зависимая переменная yi , возмущения 
�i и объясняющие переменные xi1, xi2,…, xip удовлетворяют приве-
денным выше (§ 3.4) предпосылкам 1—5 регрессионного анализа 
и, кроме того, предпосылке 6 о невырожденности матрицы (неза-
висимости столбцов) значений объясняющих переменных1, назы-
вается классической нормальной линейной моделью множественной 
регрессии (Classic Normal Linear Multiple Regression model).

Включение в регрессионную модель новых объясняющих 
переменных усложняет получаемые формулы и вычисления. Это 
приводит к целесообразности использования матричных обоз-
начений. Матричное описание регрессии облегчает как теорети-
ческие концепции анализа, так и необходимые расчетные 
процедуры. 

                                         
1 См. дальше, с. 86. 
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Введем обозначения: Y=(y1 y2… yn)� — матрица-столбец, или 
вектор, значений зависимой переменной размера n1;

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

npnn

p

p

xxx

xxx

xxx

X

...1

...................................

...1

...1

21

22221

11211

— матрица значений объясняющих переменных, или матрица плана

размера nЧ(p+1) (обращаем внимание на то, что в матрицу Х до-
полнительно введен столбец, все элементы которого равны 1, 
т.е. условно полагается, что в модели (4.1) свободный член 
�0 умножается на фиктивную переменную хi0, принимающую 
значение 1 для всех i: xi0 = 1 (i = 1,2,…, n);

� = (�0 �1 … �p)� — матрица-столбец, или вектор, параметров

размера (p+1); � = (�1 �2 … �n)� — матрица-столбец, или вектор, 
возмущений (случайных ошибок, остатков) размера n.

Тогда в  м а т р и ч н о й  ф о р м е  модель (4.1) примет 
вид:

                                                        Y = X�+�. (4.2)

Оценкой этой модели по выборке является уравнение 

                                                        Y = Xb+e, (4.2�)

где b = (b0 b1… bp)�, e = (e1 e2… en)�.

4.2. Оценка параметров классической  
регрессионной модели методом

наименьших квадратов 

Для оценки вектора неизвестных параметров � применим 
метод наименьших квадратов. Так как произведение транспони-
рованной матрицы e� на саму матрицу e

,...

...

)...(

1

222

2

2

1

2

1

21 �
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=�

n

i

in

n

n
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1 Знаком «�» обозначается операция транспонирования матриц. 
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то условие минимизации остаточной суммы квадратов запишет-
ся в виде: 

2 2

1 1

�( ) ( ) ( ) min.
i

n n

x i i

i i

S y y e e e Y Xb Y Xb
= =

� �= − = = = − − �� � (4.3)

Учитывая, что при транспонировании произведения матриц 
получается произведение транспонированных матриц, взятых в 
обратном порядке, т.е. (Xb)�=b�X; после раскрытия скобок получим:  

.XbXbXbYYXbYYS ��+�−��−�=

Произведение Y �Xb есть матрица размера (1Чn)[nЧ(p+1)]½ 
Ч[(p+1)Ч1]=(1Ч1), т.е. величина скалярная, следовательно, оно 
не меняется при транспонировании, т.е. Y �Xb = (Y �Xb)� = b �X �Y.
Поэтому условие минимизации (4.3) примет вид: 

                    .min2 ���+��−�= XbXbYXbYYS  (4.4)

На основании необходимого условия экстремума функции 
нескольких переменных S(b0, b1,…, bp), представляющей (4.3), 
необходимо приравнять нулю частные производные по этим 
переменным или в матричной форме — вектор частных производных 
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Для вектора частных производных доказаны следующие 
формулы1 (§ 12.10):

,2)(,)( AbAbb

b

ccb

b

=�

�

�
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�

где b и c — вектор-столбцы; A — симметрическая матрица, в 
которой элементы, расположенные симметрично относительно 
главной диагонали, равны.   

                                         
1 Справедливость приведенных формул проиллюстрируем на примере. 
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Поэтому, полагая c = X �Y, а матрицу A = X �X (она является 
симметрической — см. (4.6)), найдем 

,022 =�+��−=

�

�

XbXYX

b

S

откуда получаем систему нормальных уравнений в матричной 
форме для определения вектора b:

                               .YXXbX �=� (4.5)

Найдем матрицы, входящие в это уравнение1. Матрица X �X
представляет матрицу сумм первых степеней, квадратов и 
попарных произведений n наблюдений объясняющих пере-
менных:
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(4.6)

Матрица X �Y есть вектор произведений n наблюдений 
объясняющих и зависимой переменных: 
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В частном случае из рассматриваемого матричного урав-
нения (4.5) с учетом (4.6) и (4.7) для одной объясняющей 
переменной (p=1) нетрудно получить уже рассмотренную выше 

                                         

1 Здесь под знаком � подразумевается .

i

n

=

�

1
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систему нормальных уравнений (3.5). Действительно, в этом 
случае матричное уравнение (4.5) принимает вид: 

,
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откуда непосредственно следует система нормальных уравнений 
(3.5).

Для решения матричного уравнения (4.5) относительно 
вектора оценок параметров b необходимо ввести еще одну 
п р е д п о с ы л к у 6 (см. с. 61) для множественного рег-
рессионного анализа: матрица X �X является неособенной, т. е. ее 
определитель не равен нулю. Следовательно, ранг матрицы X �X
равен ее порядку, т.е. r (X �X)=p+1. Из матричной алгебры 
известно (см. § 12.4), что r (X �X)=r (X), значит, r (X)=p+1, т. е. 
ранг матрицы плана Х равен числу ее столбцов. Это позволяет 
сформулировать п р е д п о с ы л к у  6 множественного регрес-
сионного анализа в следующем виде: 

6. Векторы значений объясняющих переменных, или столбцы 
матрицы плана Х, должны быть линейно независимыми, т. е. ранг 
матрицы Х — максимальный (r (X)=p+1).

Кроме того, полагают, что число имеющихся наблюдений
(значений) каждой из объясняющих и зависимой переменных пре-
восходит ранг матрицы Х, т. е. n>r (X) или n>p+1, ибо в против-
ном случае в принципе невозможно получение сколько-нибудь 
надежных статистических выводов. 

Ниже, в § 4.3, рассматривается ковариационная матрица век-
тора возмущений � �

, являющаяся многомерным аналогом дис-

персии одной переменной. Поэтому в новых терминах1 приведен-
ные ранее (с. 61, 82 и здесь) предпосылки для множественного рег-
рессионного анализа могут быть записаны следующим образом 2:

1. В модели (4.2) � — случайный вектор, Х — неслучайная 
(детерминированная) матрица. 

2. M (�)=0
n
.

3,4. � �

=M (���)=�
2E

n
.

                                         
1 В случае одной объясняющей переменной отпадает необходимость в записи 

под символом х второго индекса, указывающего номер переменной. 
2 При первом чтении этот материал может быть опущен. Еn — единичная мат-

рица n-го порядка; 0n — нулевой вектор размера n.
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5. � — нормально распределенный случайный вектор, т.е. 

( )
nn

EN
2

;��� 0 .

6. r (X) = р+1<n.
Как уже отмечено в § 4.1, модель (4.2), удовлетворяющая 

приведенным предпосылкам 1–6, называется классической нор-
мальной линейной моделью множественной регрессии; если же сре-
ди приведенных не выполняется лишь предпосылка 5 о нор-
мальном законе распределения вектора возмущений �, то модель 
(4.2) называется просто классической линейной моделью множест-
венной регрессии.

Решением уравнения (4.5) является вектор 

                               ,)(
1

YXXXb ��=
− (4.8)

где (X �X)–1 — матрица, обратная матрице коэффициентов 

системы (4.5), X �Y — матрица-столбец, или вектор, ее свободных 
членов.

Теорема Гаусса—Маркова, рассмотренная выше для парной 
регрессионной модели, оказывается верной и в общем виде для 
модели (4.2) множественной регрессии: 

При выполнении предпосылок1 множественного регрессионного 
анализа оценка метода наименьших квадратов b = (Х�Х)–1Х�Y явля-
ется наиболее эффективной, т. е. обладает наименьшей дисперси-
ей в классе линейных несмещенных оценок (Best Linear Unbiased Es-
timator, или BLUE)2.

Зная вектор b, выборочное уравнение множественной 
регрессии представим в виде: 

                                
0

� ,y X b�= (4.9)

где �y — групповая (условная) средняя переменной Y при заданном 

векторе значений объясняющей переменной  

                               )....1(
020100 p

xxxX =�

� Пример 4.1. Имеются следующие данные3 (условные) о 
сменной добыче угля на одного рабочего Y (т), мощности пласта 

                                         
1 Не включая предпосылку 5 — требование нормальности закона распределения 
вектора возмущений �, которая в теореме Гаусса—Маркова не требуется. 
2 Доказательство теоремы приведено в § 4.4.
3 В этом примере использованы данные примера 3.1 с добавлением результатов 
наблюдений над новой объясняющей переменной X2, при этом старую перемен-
ную Х из примера 3.1 обозначаем теперь Х1.
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X1 (м) и уровне механизации работ X2(%), характеризующие 
процесс добычи угля в 10 шахтах. 

Т а б л и ц а  4.1 

i xi1 xi2 yi i xi1 xi2 yi

1   8 5   5 6   8 8 6 

2 11 8 10 7   9 6 6 

3 12 8 10 8   9 4 5 

4   9 5   7 9   8 5 6 

5   8 7   5 10 12 7 8 

Предполагая, что между переменными Y, X1 и X2 существует 
линейная корреляционная зависимость, найти ее аналитическое 
выражение (уравнение регрессии Y по X1 и X2).

Р е ш е н и е.  Обозначим 
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,
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XY

(напоминаем, что в матрицу плана X вводится дополнительный 
столбец чисел, состоящий из единиц). 

Для удобства вычислений составляем вспомогательную таблицу.

Т а б л и ц а  4.2 

i xi1 xi2 yi
2

1i

x

2

2i

x

2

i
y xi1xi2 yixi1 yixi2 �

iy
2 2�( )i i ie y y= −

1 8 5 5 64 25 25 40 40 25 5,13 0,016 

2 11 8 10 121 64 100 88 110 80 8,79 1,464 

3 12 8 10 144 64 100 96 120 80 9,64 1,127 

4 9 5 7 81 25 49 45 63 35 5,98 1,038 

5 8 7 5 64 49 25 56 40 35 5,86 0,741 

6 8 8 6 64 64 36 64 48 48 6,23 0,052 

7 9 6 6 81 36 36 54 54 36 6,35 0,121 

8 9 4 5 81 16 25 36 45 20 5,61 0,377 

9 8 5 6 64 25 36 40 48 30 5,13 0,762 

10 12 7 8 144 49 64 84 96 56 9,28 1,631 

� 94 63 68 908 417 496 603 664 445 — 6,329 
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Теперь 
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Матрицу A–1=(X �X)–1 определим по формуле A

A

A

1
1

=

− ,

где |A| — определитель матрицы X �X; A  — матрица, 

присоединенная к матрице X �X. Получим  

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−−

−−

−−

=
−

244108522

1082011209

522120915027

3738

1
1

A

(рекомендуем читателю убедиться в этом самостоятельно). 
Теперь в соответствии с (4.8) умножая эту матрицу на вектор 
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получим .

3670,0

8539,0

5393,3

1372

3192

13230

3738

1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�−

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�−

=b

С учетом (4.9) уравнение множественной регрессии имеет 

вид: �y =–3,54+0,854x1+0,367x2. Оно показывает, что при 

увеличении только мощности пласта X1 (при неизменном X2) на 
1 м добыча угля на одного рабочего Y увеличивается в среднем 
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на 0,854 т, а при увеличении только уровня механизации работ 
X2 (при неизменной X1) — в среднем на 0,367 т. 

Добавление в регрессионную модель новой объясняющей 
переменной X2 изменило коэффициент регрессии b1 (Y по Х1) с 
1,016 для парной регрессии (см. пример 3.1) до 0,854 — для 
множественной регрессии. В этом никакого противоречия нет, 
так как во втором случае коэффициент регрессии позволяет 
оценить прирост зависимой переменной Y при изменении на 
единицу объясняющей переменной X1 в чистом виде, 
независимо от X2. В случае парной регрессии b1 учитывает 
воздействие на Y не только переменной Х1, но и косвенно 
корреляционно связанной с ней переменной X2. �

На практике часто бывает необходимо сравнение влияния на 
зависимую переменную различных объясняющих переменных, 
когда последние выражаются разными единицами измерения. В 
этом случае используют стандартизованные коэффициенты 

регрессии
j

b�  и коэффициенты эластичности Ej (j = 1,2,…, p):

                              ;

y

x

jj

s

s

bb

j

=� (4.10)

                             .

y

x

bE
j

jj
= (4.11)

Стандартизованный коэффициент регрессии
j

b� показывает, 

на сколько величин sy изменится в среднем зависимая переменная Y 

при увеличении только j-й объясняющей переменной на
j

x

s , а

коэффициент эластичности Ej — на сколько процентов (от
средней) изменится в среднем Y при увеличении только Xj на 1%. 

� Пример 4.2. 
По данным примера 4.1 сравнить раздельное влияние на 

сменную добычу угля двух факторов — мощности пласта и 
уровня механизации работ. 

Р е ш е н и е. Для сравнения влияния каждой из объясняющих 
переменных по формуле (4.10) вычислим стандартизованные 
коэффициенты регрессии: 

,285,0

83,1

42,1

3670,0;728,0

83,1

56,1

8539,0
21

=�=�=�=� bb
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а по формуле (4.11) — коэффициенты эластичности: 

.340,0

8,6

3,6

3670,0;180,1

8,6

4,9

8539,0
21

=�==�= EE

(Здесь мы опустили расчет необходимых характеристик 
переменных: 

.83,1;42,1;56,1;8,6;3,6;4,9
21

21
======

yxx
sssyxx )

Таким образом, увеличение мощности пласта и уровня 

механизации работ только на одно 
1
x

s  или на одно 
2
x

s

увеличивает в среднем сменную добычу угля на одного рабочего 
соответственно на 0,728sy или на 0,285sy, а увеличение этих 
переменных на 1% (от своих средних значений) приводит в 
среднем к росту добычи угля соответственно на 1,18% и 0,34%. 
Итак, по обоим показателям на сменную добычу угля большее 
влияние оказывает фактор «мощность пласта» по сравнению с 
фактором «уровень механизации работ». �

Преобразуем вектор оценок (4.8) с учетом (4.2):

,)(

)()()()()(

1

111

���+�=

=���+���=�+���=

−

−−−

XXXE

XXXXXXXXXXXb

или

                            ,)(
1

���+�=
−

XXXb (4.12)

т.е. оценки параметров (4.8), найденные по выборке, будут 
содержать случайные ошибки.

Так как математическое ожидание оценки b равно оцени-
ваемому параметру �, т. е. 

( ) ( ) ( ) ( ) �=���+�=���+�=
−−

MXXXMXXX�b�

11

)(][ ,

ибо в силу (3.23) М(�)=0, то, очевидно, что вектор b есть не-

смещенная оценка параметра �.

4.3. Ковариационная матрица  
и ее выборочная оценка 

Вариации оценок параметров будут в конечном счете опре-
делять точность уравнения множественной регрессии. Для их 
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измерения в многомерном регрессионном анализе рассматрива-
ют так называемую ковариационную матрицу вектора оценок па-

раметров � ,

b

 являющуюся матричным аналогом дисперсии од-

ной переменной:

,

...

................................

...

...

10

11110

00100

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

���

���

=�

pppp

p

p

b

где элементы 
ij

�  — ковариации (или корреляционные моменты)

оценок параметров 
i

�  и 
j

� . Ковариация двух переменных опре-

деляется как математическое ожидание произведения отклонений 
этих переменных от их математических ожиданий (см. § 2.4). По-
этому

                ))]())(([(
jjiiij

bMbbMbM −−=� . (4.13)

Ковариация характеризует как степень рассеяния значений 
двух переменных относительно их математических ожиданий, 
так и взаимосвязь этих переменных. 

В силу того, что оценки bj, полученные методом наименьших 
квадратов, являются несмещенными оценками параметров 

j
� ,

т. е. ( )
jj

bM �= , выражение (4.13) примет вид: 

)])([(
jjiiij

bbM �−�−=� .

Рассматривая ковариационную матрицу �
b

, легко заме-

тить, что на ее главной диагонали находятся дисперсии оценок 
параметров регресии, ибо 

           ( )( )[ ] ( ) 22

j
bjjjjjjjj

bMbbM �=�−=�−�−=� . (4.14)

В сокращенном виде ковариационная матрица вектора оце-
нок параметров �

b

 имеет вид: 

( )( )
��

�

��

� �
	−	−=� bbM

b

(в этом легко убедиться, перемножив векторы ( ) ( )
�

�−�− bb  �  ).

Учитывая (4.12), преобразуем это выражение: 
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( )[ ] ( )[ ]

( ) ( )[ ]=������=

=

�

�

�

�

�

	 �

������=

−−

−−

�

11

11

XXXXXXM

XXXXXXM
b

                            ( ) ( ) ( ) ,

11 −−

������= XXXMXXX (4.15)

ибо элементы матрицы X — неслучайные величины. 
Матрица ( )���M  представляет собой ковариационную матри-

цу вектора возмущений

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�����

�����

�����

=�	�=�
�

2

21

2

2

212

121

2

1

...

............

...

...

nnn

n

n

MMM

MMM

MMM

M ,

в которой все элемент�, не лежащие на главной диагонали, рав-
ны нулю в силу предпосылки 4 о некоррелированности возму-
щений 

i
�  и 

j
�  между собой (см. (3.25)), а все элементы, лежа-

щие на главной диагонали, в силу предпосылок 2 и 3 регресси-
онного анализа (см. (3.23) и (3.24)) равны одной и той же дис-
персии 2

� :

( ) ( ) ( ) .0
22

2
2

�=�=−�=�
iii

DMM

Поэтому матрица 

( ) ,

2

n

EM �=���

где E
n

— единичная матрица n-го порядка. Следовательно, в силу 
(4.15) ковариационная матрица вектора оценок параметров: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,(][
1

1
2

1
2

1
−

−−−

����=����=� XXXEXXXXXXEXXX
nn

b

или                              ( )
1

2
−

��=� XX

b

. (4.16)

Итак, с помощью обратной матрицы ( ) 1−
�XX определяется не 

только сам вектор b оценок параметров (4.8), но и дисперсии и 
ковариации его компонент. 
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4.4. Доказательство теоремы Гаусса—Маркова.  
Оценка дисперсии возмущений 

Теперь мы имеем возможность привести доказательство тео-
ремы Гаусса—Маркова, сформулированной в § 4.2.

Выше (§ 4.2) мы уже показали, что оценка метода наимень-
ших квадратов b = (Х �Х)–1 Х�Y есть н е с м е щ е н н а я  оценка 
для вектора параметров �, т. е. М(b) = �. Любую другую оценку 
b1 вектора � без ограничения общности можно представить в виде  

,])[(
1

1
YCXXXb +��=

−

где С — некоторая матрица размера (р+1)½n.
Так как рассматриваемые в теореме оценки относятся к 

классу несмещенных оценок, то и М(b1) = � или М(b1) = 

= .])[(
1

�=+��
−

YCXXX�

Учитывая, что матрица в квадратных скобках — неслучайная, 
а в силу предпосылки 2 регрессионного анализа М(�)=0, получим 

( )

,)(])[(

])[()(])[(

1

11

1

�=�+=�+��=

=�+��=+��=

−

−−

CXECXXXXX

XCXXXYMCXXXb�

откуда следует, что СХ = 0. 
Далее 

,])[(])[()(

)(])[(])[(

111

11

1

�+��=�−�+��+�+���=

=�−�+�+��=�−+��=�−

−−−

−−

CXXXCXXXCXXXXX

XCXXXYCXXXb

так как СХ = 0, .)(
1

�=�=���
−

EXXXX

Теперь с помощью преобразований, аналогичных проведен-
ным при получении формул (4.15), (4.16), найдем, что ковариа-
ционная матрица вектора оценок b1, т. е. 

( )( ) ( ) ,][
2

1
2

11

1

CCXXbbM

b

��+��=
�

�−�−=
−

�

или, учитывая (4.16),

� � ��+= CC

bb

2

1

.
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Диагональные элементы матрицы СС � неотрицательны1, ибо 
они равны суммам квадратов элементов соответствующих строк 

этой матрицы. А так как диагональные элементы матриц �
1
b

 и 

�
b

 есть дисперсии компонент векторов оценок b1i и bi, то дис-

персия 22

1 ii
bb

���  (i=1,2,…, p+1). Это означает, что оценки коэффи-

циентов регрессии, найденных методом наименьших квадратов, об-
ладают наименьшей дисперсией, что и требовалось доказать. 

Итак, мы доказали, что оцека b метода наименьших квадратов 
является «наилучшей» линейной оценкой параметра �. Перейдем 
теперь к оценке еще одного параметра — дисперсии возмущений �2.

Рассмотрим вектор остатков e, равный в соответствии с (4.2�)
e = Y – Хb.

В силу (4.2) и (4.8)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) =���−���−�+�=

=�+���−�+�=

−−

−

XXXXXXXXXX

XXXXXXe

11

1

][

                       

( ) ,

1

���−�−�+�=
−

XXXXX�X

или                     ( ) ���−�=

−

XXXXe

1

(учли, что произведение (Х �Х)–1(Х �Х)=Е, т. е. равно единичной 
матрице Ер+1 (p+1)-го порядка). 

Найдем транспонированный вектор остатков е � . Так как при 
транспонировании матрица (Х �Х)–1 не меняется, т. е.  

[(Х �Х)–1]�= [(Х �Х)�]–1 = (Х �Х)–1,

то

e � = [�–X (Х �Х)–1 X ��]=��–��X (Х �Х)–1X �.

Теперь 

M(e �e)=M[(��–��X (Х �Х)–1 X � )(�–X (Х �Х)–1 X� �)]=

=M (���)–M [��X (Х �Х)–1 X� �]–M [��X (Х �Х)–1 X� �)]+

+M [��X (Х �Х)–1(Х �Х) (Х�Х)–1X ��].

Так как последние два слагаемых взаимно уничтожаются, то 

                                         
1 Матрица СС � так же, как и ковариационные матрицы �

1
b

 и �
2
b

, является 

неотрицательно определенной (см. §12.8). В этом смысле можно записать, что 

матрица �
1
b

��
b

, т.е. вектор оценок b = (X �X)–1X �Y, полученный методом 

наименьших квадратов, обладает меньшим рассеиванием относительно парамет-

ра � по сравнению с любым другим вектором несмещенных оценок. 
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                  М(е�е)=М(���)–М[��X (X �X)–1 X � �]. (4.17)

Первое слагаемое выражения (4.17)

                     ( ) ( ) ,

2

1

22

11

2

�=�=�=�

�

�

�

�

	
�=��
 ���

===

nMMM

n

i

i

n

i

n

i

i
(4.18)

ибо в силу предпосылок 2,3 регрессионного анализа  

( ) ( ) ( ) .0
2

2
2

�=�=−�=�
iii

DMM

Матрица В =Х(Х �Х)–1 Х �  симметрическая (§ 12.8), так как

В� = [Х (Х �Х)–1Х �]�= Х (Х �Х)–1 Х � , т. е. В� = В.

Поэтому ��В� представляет квадратическую форму �
=

��

n

ji

jiij
b

1,

;

ее математическое ожидание 

М (��В�) = М ( ) ( )� �

= =

��=��

n

ji

n

ji

jiijjiij
Mbb

1, 1,

.

Последнюю сумму можно разбить на две составляющие сум-
мы элементов на главной диагонали матрицы В и вне ее: 

М(��В�) = ( ) ( ) .

1 )(1,

2

� �

= �=

��+�

n

i

n

jiji

jiijiii
Mb�b

Второе слагаемое равно нулю в силу предпосылки 4 регресси-

онного анализа, т.е. ( ) 0=��
ji

M . Сумма диагональных элементов 

матрицы В образует след матрицы )(tr B (§ 12.8). Получим 

                   М(��В�) = .)(tr

1 1

222

� �

= =

�=�=�

n

i

n

i

iiii
Bbb (4.19)

Заменив матрицу В ее выражением, получим 

М(��В�) ( ) ( ) ( ) =���=���=

−−

]tr[]tr[
1

2
1

2

XXXXXXXX

( ) ( )1tr
2

1

2

+�=�=
+

pE
p

,

так как след матрицы не меняется при ее транспонировании (см. 
§ 12.14), т. е. tr(АС)= tr(СА), а след единичной матрицы (т.е. сум-
ма ее диагональных элементов) равен порядку этой матрицы. 

Теперь по формуле (4.17), учитывая (4.18) и (4.19), получим: 

М(е�е) = n�2 – �
2(p+1)=(n – p – 1) �2,
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т. е.

                       ( ) ( ) 2

1

2

1 �−−=�

�

�

�

�

�
=	 �

=

pneMeeM

n

i

i
. (4.20)

Равенство (4.20) означает, что несмещенная оценка s2 пара-
метра �

2 или выборочная остаточная дисперсия s2 определяется 
по формуле: 

                      
11

1

2

2

−−

=

−−

�

=

�

=

pn

e

pn

ee

s

n

i

i

. (4.21)

Полученная формула легко объяснима. В знаменателе выра-
жения (4.21) стоит n – (p + 1), а не n–2, как это было выше в 
(3.26). Это связано с тем, что теперь (p+1) степеней свободы (а 
не две) теряются при определении неизвестных параметров, 
число которых вместе со свободным членом равно (p+1).

Можно показать, что рассмотренные в этом параграфе оцен-
ки b и s2 параметров � и �2 при выполнении предпосылки 5 регрес-
сионного анализа о нормальном распределении вектора возмущений 
� (� � Nn (0;�2En)) являются независимыми. Для этого в данном слу-
чае достаточно убедиться в некоррелированности оценок b и s2.

4.5. Определение доверительных интервалов  
для коэффициентов и функции регрессии 

Перейдем теперь к оценке значимости коэффициентов рег-
рессии bj и построению доверительного интервала для парамет-

ров регрессионной модели 
j

� (j=1,2,…, p).

В силу (4.14), (4.16) и изложенного выше оценка 2

j
b

s  диспер-

сии 2

j
b

� коэффициента регрессии bj определится по формуле: 

( )
jjb

XXss
j

][
1

22
−

�= ,

где 2

s — несмещенная оценка параметра 2

� ;

( )
jj

XX ][
1−

�  — диагональный элемент матрицы ( )
1−

��� .

Среднее квадратическое отклонение (стандартная ошибка) 
коэффициента регрессии bj примет вид: 

                             ( )
jjb

XXss
j

][
1−

�= . (4.22)
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Значимость коэффициента регрессии bj можно проверить, если 
учесть, что статистика ( )

j
bjj
sb /�−  имеет t-распределение Стью-

дента с k = n – p – 1 степенями свободы. Поэтому bj значимо 
отличается от нуля (иначе — гипотеза H0 о равенстве параметра 

j
�  нулю, т. е. 0:

0
=�

j
H , отвергается) на уровне значимости � ,

если ,

1;1 −−�−

>=
pn

b

j

t

s

b

t

j

 где 
1;1 −−�− pn

t  — табличное значение

t-критерия Стьюдента, определенное на уровне значимости �
при числе степеней свободы k = n – p – 1.

В общей постановке гипотеза H0 о равенстве параметра 
j

�

заданному числу 
0j

� , т. е. 
00

:
jj

H �=� , отвергается, если 

                         .

1;1

0

−−�−

>

�−

=
pn

b

jj

t

s

b

t

j

(4.23)

Поэтому доверительный интервал для параметра 
j

�  есть 

               .

1;11;1
jj

bpnjjbpnj
stbstb

−−�−−−�−

+���− (4.23�)

Наряду с интервальным оцениванием коэффициентов рег-
рессии по (4.23�) весьма важным для оценки точности определе-
ния зависимой переменной (прогноза) является построение до-
верительного интервала для функции регрессии или для условного 
математического ожидания зависимой переменной Mx(Y), найденно-
го в предположении, что объясняющие переменные X1, X2,…, Xp

приняли значения, задаваемые вектором ( )
020100

...1
p

xxxX =� .

Выше такой интервал получен для уравнения парной регрессии 
(см. (3.34) и (3.33)). Обобщая соответствующие выражения на 
случай множественной регрессии, можно получить доверитель-
ный интервал для Mx(Y):

                        ( )1 1� �; ;� �k y k yy t s M Y y t s
−� −�

− � � + , (4.24)

где ��  — групповая средняя, определяемая по уравнению 

регрессии,

                        ( )
1

0 0�ys s X X X X
−

� �= (4.25)

— ее стандартная ошибка. 
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При обобщении формул (3.36) и (3.35) аналогичный довери-

тельный интервал для индивидуальных значений зависимой пере-

менной �

0
y  примет вид: 

              
0 0

0 1 1 0 0 1 1� �; ;� � ,
n p y n p y

y t s y y t s
�

−� − − −� − −
− � � +  (4.26)

где

                     ( )
0

1

0 0
1

�ys s X X X X
−

� �= + . (4.27)

Доверительный интервал для параметра �

2 в множественной 
регрессии строится аналогично парной модели по формуле 
(3.39) с соответствующим изменением числа степеней свободы 
критерия �2:

                       
2

1;2/1

2

2

2

1;2/

2

−−�−−−�

�

���

�
pnpn

nsns

. (4.28)

� Пример 4.3. По данным примера 4.1 оценить сменную до-
бычу угля на одного рабочего для шахт с мощностью пласта 8 м 
и уровнем механизации работ 6%; найти 95%-ные доверитель-
ные интервалы для индивидуального и среднего значений смен-
ной добычи угля на 1 рабочего для таких же шахт. Проверить 
значимость коэффициентов регрессии и построить для них  
95%-ные доверительные интервалы. Найти интервальную оценку 
для дисперсии �2.

Р е ш е н и е. В примере 4.1 уравнение регрессии получено в 
виде �y = –3,54 + 0,854х1 + 0,367х2.

По условию надо оценить М
х
(Y), где 

0
X �  = (1 8 6). Выбороч-

ной оценкой М
х
(Y) является групповая средняя, которую найдем 

по уравнению регрессии: 

�y = –3,54 + 0,854•8 +0,367•6 = 5,49(т). 

Для построения доверительного интервала для М
х
(Y) необхо-

димо знать дисперсию его оценки — 2

�ys . Для ее вычисления об-

ратимся к табл. 4.2 (точнее к ее двум последним столбцам, при 
составлении которых учтено, что групповые средние определя-
ются по полученному уравнению регрессии). 
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Теперь по (4.21): 904,0

1210

329,6
2

=

−−

=s  и 951,0904,0 ==s (т).

Определяем стандартную ошибку групповой средней �y  по 

формуле (4.25). Вначале найдем 

( )

( ) ( ) .1870,0699

3738

1

6

8

1

782492223

3738

1

6

8

1

244108522

1082011209

522120915027

3738

1

)681(
0

1

0

==−=

=

−−

−−

−−

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
−

XXXX

Теперь 411,01870,0951,0
€

==
y
s (т).

По табл. II приложений при числе степеней свободы k = 10– 
–2–1=7 находим t0,95;7=2,36. По (4.24) доверительный интервал 
для M

x
(Y) равен  

5,49–2,36•0,411 � M
x
(Y) � 5,49 +2,36•0,411, 

или
4,52 � M

x
(Y) � 6,46 (т).

Итак, с надежностью 0,95 средняя сменная добыча угля на 
одного рабочего для шахт с мощностью пласта 8 м и уровнем 
механизации работ 6% находится в пределах от 4,52 до 6,46 т. 

Сравнивая новый доверительный интервал для функции рег-
рессии M

x
(Y), полученный с учетом двух объясняющих пере-

менных, с аналогичным интервалом с учетом одной объясняю-
щей переменной (см. пример 3.3), можно заметить уменьшение 
его величины. Это связано о тем, что включение в модель новой 
объясняющей переменной позволяет несколько повысить точ-
ность модели за счет увеличения взаимосвязи зависимой и объ-
ясняющей переменных (см. ниже). 

Найдем доверительный интервал для индивидуального зна-

чения �

0
y  при ( ):681

0
=�X

по (4.27):         
0

0 951 1 0 1870 1 036
�

, , , (�)ys = + =

и по (4.26):   5,49–2,36•1,036 � �
�

0
y 5,49+2,36 •1,036,  

т. е.                          3,05 � 93,7
0
�

�

y (т).
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Итак, с надежностью 0,95 индивидуальное значение сменной 
добычи угля в шахтах с мощностью пласта 8 м и уровнем меха-
низации работ 6% находится в пределах от 3,05 до 7,93 (т). 

Проверим значимость коэффициентов регрессии b1 и b2. В 
примере 4.1 получены b1= 0,854 и b2=0,367. Стандартная ошиб-

ка
1
b
s  в соответствии с (4.22) равна 

.221,0201

3738

1

951,0
1

=�=

b
s

Так как 36,281,3

221,0

854,0

7;95,0
=>== tt , то коэффициент b1 значим. 

Аналогично вычисляем 243,0244

3738

1

951,0
2

=�=

b
s  и ==

243,0

367,0

t

36,251,1
7;95,0
=<= t , т. е. коэффициент b2 незначим на 5%-ном 

уровне.
Доверительный интервал имеет смысл построить только для 

значимого коэффициента регрессии b1: по (4.23�):  

0,854 – 2,36•0,221 �
1

� � 0,854+2,36•0,221, или 0,332 �
1

� � 1,376. 

Итак, с надежностью 0,95 за счет изменения на 1 м мощности 
пласта Х1 (при неизменном Х2) сменная добыча угля на одного 
рабочего Y будет изменяться в пределах от 0,332 до 1,376 (т). 

Найдем 95%-ный доверительный интервал для параметра �2.
Учитывая, что �=1–0,95 = 0,05, найдем по таблице III прило-
жений n – p – 1 = n – 2 – 1 = n – 3 степенях свободы 

01,16
2

7;025,0

2

1;2/
=�=�

−−� pn
;

69,1
2

7;975,0

2

1;2/1
=�=�

−−�− pn
.

По формуле (4.28)
69,1

904,010

01,16

904,010
2

�

���

�

,

или                349,5565,0
2

���  и 313,2751,0 ��� .

Таким образом, с надежностью 0,95 дисперсия возмущений 
заключена в пределах от 0,565 до 5,349, а их стандартное откло-
нение — от 0,751 до 2,313 (т). �

Формально переменные, имеющие незначимые коэффици-
енты регрессии, могут быть исключены из рассмотрения. В эко-
номических исследованиях исключению переменных из регрес-
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сии должен предшествовать тщательный качественный анализ. 
Поэтому может оказаться целесообразным все же оставить в 
регрессионной модели одну или несколько объясняющих пере-
менных, не оказывающих существенного (значимого) влияния 
на зависимую переменную. 

4.6. Оценка значимости множественной регрессии.

Коэффициенты детерминации R2 и 2
�R

Как и в случае парной регрессионной модели (см § 3.6), в 
модели множественной регрессии общая вариация Q — сумма 
квадратов отклонений зависимой переменной от средней (3.41)
может быть разложена на две составляющие: 

Q =QR+Qe ,

где QR, Qe — соответственно сумма квадратов отклонений, обу-
словленная регрессией, и остаточная сумма квадратов, характе-
ризующая влияние неучтенных факторов. 

Получим более удобные, чем (3.40), формулы для сумм квад-

ратов Q, QR и Qe, не требующие вычисления значений �iy , обу-

словленных регрессией, и остатков ei.
В соответствии с (3.40), (3.42)

         ( )� �

�

= =

=

−�=

�

�

�

�

�

�

−=−=

n

i

n

i

n

i

i

ii
ynYY

n

y

yyyQ

1 1

2

2

1
2

2

 (4.29)

(ибо          ( ) ).
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1
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1
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С учетом (4.4) имеем 

   ( )
2

1

2�

n

e i i

i

Q y y Y Y b X Y b X Xb Y Y b X Y
=

� � � � � � � �= − = − + = −� (4.30)

(ибо в силу (4.5) )YXbXbXb ��=�� .

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



103

Наконец, 

    ( ) .
22

ynYXbYXbYYynYYQQQ
eR

−��=��−�−−�=−= (4.31)

Уравнение множественной регрессии значимо (иначе — ги-
потеза Н0 о равенстве нулю параметров регрессионной модели, 
т. е. Н0: �1 = �2 =…= �р= 0, отвергается), если (учитывая (3.43)
при m = p + 1) 

                     ,

)1(

1;; −−�

>

−−

=
pnp

e

R

F

pQ

pnQ

F  (4.32)

где
1;; −−� pnp

F — табличное значение F-критерия Фишера—

Снедекора, а QR и Qe определяются по формулам (4.31) и (4.30).
В § 3.6 был введен коэффициент детерминации R2 как одна из 

наиболее эффективных оценок адекватности регрессионной модели, 
мера качества уравнения регрессии, характеристика его прогно-
стической силы. 

Коэффициент детерминации (или множественный коэффици-
ент детерминации) R2 определяется по формуле (3.47) или с уче-
том (4.31), (4.29):

                       
2

2

2

ynYY

ynYXb

Q

Q

R
R

−�

−���

== . (4.33)

Отметим еще одну формулу для коэффициента детерминации: 

                
( ) ( )

( ) ( )
,11

2

YYYY

XbYXbY

Q

Q

R
e

−�−

−

�

−

−=−=  (4.33�)

или                             ,1
2

yy

ee

R

�

�

−= (4.33��)

где e=Y–Xb, ( )yyyY ,...,,= , ( )YYy −=  — n-мерные векторы; 

                         ( )
2

2

1 1

� ,
n n

i i i

i i

e e e y y

= =

� = = −� �

                               ( )�

=

−=�

n

i

i
yyyy

1

2 .

Напомним, что R2 характеризует долю вариации зависимой пе-
ременной, обусловленной регрессией или изменчивостью объясняю-
щих переменных; чем ближе R2 к единице, тем лучше регрессия 
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описывает зависимость между объясняющими и зависимой пере-
менными.

Вместе с тем использование только одного коэффициента 
детерминации R2 для выбора наилучшего уравнения регрессии 
может оказаться недостаточным. На практике встречаются слу-
чаи, когда плохо определенная модель регрессии может дать 
сравнительно высокий коэффициент R2 .

Недостатком коэффициента детерминации R2 является то, 
что он, вообще говоря, увеличивается при добавлении новых 
объясняющих переменных, хотя это и не обязательно означает 
улучшение качества регрессионной модели. В этом смысле 
предпочтительнее использовать скорректированный (адаптиро-

ванный, поправленный (adjusted)) коэффициент детерминации
2

�R ,
определяемый по формуле 

                        ( )
2 2

1

1 1

1

�

n
R R

n p

−

= − −

− −

, (4.34)

или с учетом (4.33��)

                        
( )

( )

2

1

1

1

�

n e e
R

n p y y

�−

= −

�− −

. (4.34�)

Из (4.34) следует, что чем больше число объясняющих пере-

менных p, тем меньше 2
�R  по сравнению с R2 . В отличие от R2

скорректированный коэффициент 2
�R  может уменьшаться при 

введении в модель новых объясняющих переменных, не оказы-
вающих существенного влияния на зависимую переменную. Од-
нако даже увеличение скорректированного коэффициента детер-

минации 2
�R при введении в модель новой объясняющей пере-

менной не всегда означает, что ее коэффициент регрессии зна-
чим (это происходит, как можно показать, только в случае, если 
соответствующее значение t-статистики больше единицы (по аб-
солютной величине), т. е. �t �>1. Другими словами, увеличение 

2
�R  еще не означает улучшения качества регрессионной модели. 

Если известен коэффициент детерминации R2, то критерий 
значимости (4.32) уравнения регрессии может быть записан в виде: 

                         
( )

( )
21

;;
2

2

1

1

kk
F

pR

pnR

F
�

>

−

−−

= , (4.35)

где k1=p, k2=n–p–1, ибо в уравнении множественной регрессии 
вместе со свободным членом оценивается m = р+1 параметров. 
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� Пример 4.4. По данным примера 4.1 определить множест-
венный коэффициент детерминации и проверить значимость по-
лученного уравнения регрессии Y по X1 и X2 на уровне � = 0,05. 

Р е ш е н и е. Вычислим произведения векторов (см. при-
мер 4.1):

( ) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−=��

445

664

68

367,0854,054,3YXb

65,489445367,0664854,06854,3 =�+�+�−=

и 496

10

1

�

=

==�

i

i
yYY (см. итоговую строку табл. 4.2). Из табл. 4.2 

находим также 68

10

1

=�

=i

i
y , откуда �

=

===

n

i

i
nyy

1

8,610/68/ (т).

Теперь по (4.33) множественный коэффициент детерминации 

.811,0

8,610496

8,61065,489

2

2

2

=

�−

�−

=R

Коэффициент детерминации R2=0,811 свидетельствует о 
том, что вариация исследуемой зависимой переменной Y —
сменной добычи угля на одного рабочего на 81,1% объясняется 
изменчивостью включенных в модель объясняющих переменных — 
мощности пласта X1 и уровня механизации работ X2.

Проделав аналогичные расчеты по данным примера 3.1 для одной 
объясняющей переменной X1, можно было получить R� 2 =0,751 (заме-
тим, что в случае одной объясняющей переменной коэффициент де-
терминации R� 2 равен квадрату парного коэффициента корреляции 

r2). Сравнивая значения R2 и 2

R� , можно сказать, что добавление 
второй объясняющей переменной X2 незначительно увеличило величи-
ну коэффициента детерминации, определяющего качество модели. И 
это понятно, так как выше, в примере 4.3, мы убедились в незначимо-
сти коэффициента регрессии b2при переменной X2.

По формуле (4.34) вычислим скорректированный коэффи-
циент детерминации: 

при 1=p              ( )
2

9

1 1 0 751 0 720

8

� , , ;R� = − − =

при 2=p              ( )
2

9

1 1 0 811 0 757

7

� , , .R� = − − =
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Видим, что хотя скорректированный коэффициент детерми-
нации и увеличился при добавлении объясняющей переменной 
X2, но это еще не говорит о значимости коэффициента b2 (значение 
t-статистики, равное 1,51 (см. § 4.4), хотя и больше 1, но недоста-
точно для соответствующего вывода на приемлемом уровне значи-
мости).

Зная R2=0,811, проверим значимость уравнения регрессии. 
Фактическое значение критерия по (4.35):

0,15

2)811,01(

)1210(811,0

=

�−

−−

=F

больше табличного F0,05;2;7=4,74, определенного на уровне зна-
чимости � =0,05 при k1=2 и k2=10–2–1=7 степенях свободы 
(см. табл. IV приложений), т. е. уравнение регрессии значимо, 
следовательно, исследуемая зависимая переменная Y достаточно 
хорошо описывается включенными в регрессионную модель пе-
ременными X1 и X2. �

Упражнения

4.5. Имеются следующие данные о выработке литья на одно-
го работающего Х1 (т), браке литья Х2 (%) и себестоимости 1 т 
литья Y (руб.) по 25 литейным цехам заводов: 

i   x1j х2i yi i х1i х2i yi i х1i х2i yi

1 14,6 4,2 239 10 25,3 0,9 198 19 17,0 9,3 282 

2 13,5 6,7 254 11 56,0 1,3 170 20 33,1 3,3 196 

3 21,5 5,5 262 12 40,2 1,8 173 21 30,1 3,5 186 

4 17,4 7,7 251 13 40,6 3,3 197 22 65,2 1,0 176 

5 44,8 1,2 158 14 75,8 3,4 172 23 22,6 5,2 238 

6 111,9 2,2 101 15 27,6 1,1 201 24 33,4 2,3 204 

7 20,1 8,4 259 16 88,4 0,1 130 25 19,7 2,7 205 

8 28,1 1,4 186 17 16,6 4,1 251     

9 22,3 4,2 204 18 33,4 2,3 195     
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Необходимо: а) найти множественный коэффициент детер-
минации и пояснить его смысл; б) найти уравнение множест-
венной регрессии Y по X1 и X2, оценить значимость этого урав-
нения и его коэффициентов на уровне �=0,05; в) сравнить раз-
дельное влияние на зависимую переменную каждой из объяс-
няющих переменных, используя стандартизованные коэффици-
енты регрессии и коэффициенты эластичности; г) найти 95%-ные 
доверительные интервалы для коэффициентов регрессии, а так-
же для среднего и индивидуальных значений себестоимости 1 т 
литья в цехах, в которых выработка литья на одного работающе-
го составляет 40 т, а брак литья — 5%. 

4.6. Имеются следующие данные о годовых ставках месяч-
ных доходов по трем акциям за шестимесячный период: 

Акция Доходы по месяцам, % 

А 5,4 5,3 4,9 4,9 5,4 6,0 

В 6,3 6,2 6,1 5,8 5,7 5,7 

С 9,2 9,2 9,1 9,0 8,7 8,6 

Есть основания предполагать, что доходы Y по акции С за-
висят от доходов X1 и X2 по акциям А и В. Необходимо: а) соста-
вить уравнение регрессии Y по Х1 и Х2; б) найти множественный 
коэффициент детерминации R2 и пояснить его смысл; в) прове-
рить значимость полученного уравнения регрессии на уровне 
�=0,05; г) оценить средний доход по акции С, если доходы по 
акциям А и В составили соответственно 5,5 и 6,0%. 
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Глава 5

Некоторые вопросы практического

использования регрессионных моделей 

В предыдущих главах была изучена классическая линейная 
модель регрессии, приведена оценка параметров модели и про-
верка статистических гипотез о регрессии. Однако мы не каса-
лись некоторых проблем, связанных с практическим использо-
ванием модели множественной регрессии. К их числу относятся: 
мультиколлинеарность, ее причины и методы устранения; ис-
пользование фиктивных переменных при включении в регресси-
онную модель качественных объясняющих переменных, линеари-
зация модели, вопросы частной корреляции между переменными. 
Изучению указанных проблем посвящена данная глава. 

5.1. Мультиколлинеарность 

Под мультиколлинеарностью понимается высокая взаимная 
коррелированность объясняющих переменных. Мультиколлинеар-
ность может проявляться в функциональной (явной) и стохасти-
ческой (скрытой) формах.

При функциональной форме мультиколлинеарности по край-
ней мере одна из парных связей между объясняющими пере-
менными является линейной функциональной зависимостью. В 

этом случае матрица XX � особенная, так как содержит линейно 
зависимые векторы-столбцы и ее определитель равен нулю, т. е. 
нарушается предпосылка 6 регрессионного анализа. Это приво-
дит к невозможности решения соответствующей системы нор-
мальных уравнений и получения оценок параметров регресси-
онной модели. 

Однако в экономических исследованиях мультиколлинеар-
ность чаще проявляется в стохастической форме, когда между 
хотя бы двумя объясняющими переменными существует тесная 

корреляционная связь. Матрица XX � в этом случае является 
неособенной, но ее определитель очень мал. 
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В то же время вектор оценок b и его ковариационная матрица 

�
b

 в соответствии с формулами (4.8) и (4.16) пропорциональны 

обратной матрице (Х �Х)–1, а значит, их элементы обратно про-
порциональны величине определителя �Х �Х �. В результате полу-
чаются значительные средние квадратические отклонения (стан-
дартные ошибки) коэффициентов регрессии b0, b1,…, bp и оценка 
их значимости по t-критерию не имеет смысла, хотя в целом рег-
рессионная модель может оказаться значимой по F-критерию. 

Оценки становятся очень чувствительными к незначитель-
ному изменению результатов наблюдений и объема выборки. 
Уравнения регрессии в этом случае, как правило, не имеют ре-
ального смысла, так как некоторые из его коэффициентов могут 
иметь неправильные с точки зрения экономической теории зна-
ки и неоправданно большие значения. 

Точных количественных критериев для определения наличия 
или отсутствия мультиколлинеарности не существует. Тем не 
менее имеются некоторые э в р и с т и ч е с к и е  п о д х о -
д ы  по ее выявлению. 

Один из таких подходов заключается в анализе корреляцион-
ной матрицы между объясняющими переменными X1, X2,…, Хр и 
выявлении пар переменных, имеющих высокие коэффициенты 
корреляции (обычно больше 0,8). Если такие переменные суще-
ствуют, то говорят о мультиколлинеарности между ними. 

Полезно также находить множественные коэффициенты де-
терминации между одной из объясняющих переменных и неко-
торой группой из них. Наличие высокого множественного ко-
эффициента детерминации (обычно больше 0,6) свидетельствует 
о мультиколлинеарности. 

Другой подход состоит в исследовании матрицы Х�Х. Если 
определитель матрицы Х �Х либо ее минимальное собственное зна-
чение �min близки к нулю (например, одного порядка с накапли-
вающимися ошибками вычислений), то это говорит о наличии 
мультиколлинеарности. О том же может свидетельствовать и зна-
чительное отклонение максимального собственного значения �max

матрицы Х �Х от ее минимального собственного значения �min.
Для устранения или уменьшения мультиколлинеарности ис-

пользуется р я д  м е т о д о в. Самый простой из них (но далеко 
не всегда возможный) состоит в том, что из двух объясняющих пере-
менных, имеющих высокий коэффициент корреляции (больше 0,8), 
одну переменную исключают из рассмотрения. При этом, какую пе-
ременную оставить, а какую удалить из анализа, решают в первую 
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очередь на основании экономических соображений. Если с эконо-
мической точки зрения ни одной из переменных нельзя отдать 
предпочтение, то оставляют ту из двух переменных, которая имеет 
больший коэффициент корреляции с зависимой переменной. 

Другой метод устранения или уменьшения мультиколлинеар-
ности заключается в переходе от несмещенных оценок, определен-
ных по методу наименьших квадратов, к с м е щ е н н ы м  оцен-
кам, обладающим, однако, меньшим рассеянием относительно оце-
ниваемого параметра, т. е. меньшим математическим ожиданием 
квадрата отклонения оценки bj от параметра �j или M (b

j
– �j)2.

Рис. 5.1 

Оценки, определяемые вектором (4.8), обладают в соответст-
вии с теоремой Гаусса—Маркова минимальными дисперсиями в 
классе всех линейных несмещенных оценок, но при наличии 
мультиколлинеарности эти дисперсии могут оказаться слишком 
большими, и обращение к соответствующим смещенным оцен-
кам может повысить точность оценивания параметров регрес-

сии. На рис. 5.1 показан случай, когда смещенная оценка � j� ,

выборочное распределение которой задается плотностью �( )j� � ,

«лучше» несмещенной оценки bj, распределение которой пред-
ставляет плотность )(

j
b� .

Действительно, пусть максимально допустимый по величине 
доверительный интервал для оцениваемого параметра 

j
�  есть 

( )�+��−�
jj

, . Тогда доверительная вероятность, или надеж-

ность оценки, определяемая площадью под кривой распределе-

ния на интервале ( ),j j� − � � + � , как нетрудно видеть из 

рис. 5.1, будет в данном случае больше для оценки � j�  по срав-

нению с bj (на рис. 5.1 эти площади заштрихованы). Соответст-
венно средний квадрат отклонения оценки от оцениваемого па-
раметра будет меньше для смещенной оценки, т. е.  

)(
j

b�

�( )j� �

j
��−�

j
�+�

j
�( )jM �

)(x�

0
x
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                         ( ) ( )
2 2

�

j j j jM M b� −� < −� .

При использовании «ридж-регрессии» (или «гребневой регрес-
сии») вместо несмещенных оценок (4.8) рассматривают смещен-

ные оценки, задаваемые вектором ( )
1

1

�

p
X X E X Y

−

� +

� �� = + � , где � — 

некоторое положительное число, называемое «гребнем» или 
«хребтом», Ep+1 — единичная матрица (р+1)-го порядка. Добав-

ление � к диагональным элементам матрицы XX � делает оценки 
параметров модели смещенными, но при этом увеличивается опре-
делитель матрицы системы нормальных уравнений (4.5) — вме-

сто )( XX � он будет равен 
1+

�+�
p

EXX .

Таким образом, становится возможным исключение мульти-

коллинеарности в случае, когда определитель �� �  близок к нулю. 

Для устранения мультиколлинеарности может быть использо-
ван переход от исходных объясняющих переменных Х1, Х2,…, Xn,  свя-
занных между собой достаточно тесной корреляционной зависи-
мостью, к новым переменным, представляющим линейные комби-
нации исходных. При этом новые переменные должны быть сла-
бокоррелированными либо вообще некоррелированными. В каче-
стве таких переменных берут, например, так называемые главные 
компоненты вектора исходных объясняющих переменных, изучаемые 
в компонентном анализе, и рассматривают регрессию на главных 
компонентах, в которой последние выступают в качестве обоб-
щенных объясняющих переменных, подлежащих в дальнейшем 
содержательной (экономической) интерпретации. 

Ортогональность главных компонент предотвращает прояв-
ление эффекта мультиколлинеарности. Кроме того, применяе-
мый метод позволяет ограничиться малым числом главных ком-
понент при сравнительно большом количестве исходных объяс-
няющих переменных. 

5.2. Отбор наиболее существенных объясняющих 

переменных в регрессионной модели 

Еще одним из возможных методов устранения или уменьше-
ния мультиколлинеарности является использование пошаговых 
процедур отбора наиболее информативных переменных. Например, 
на первом шаге рассматривается лишь одна объясняющая пере-
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менная, имеющая с зависимой переменной Y наибольший ко-
эффициент детерминации. На втором шаге включается в регрес-
сию новая объясняющая переменная, которая вместе с первона-
чально отобранной образует пару объясняющих переменных, 
имеющую с Y наиболее высокий (скорректированный) коэффи-
циент детерминации. На третьем шаге вводится в регрессию еще 
одна объясняющая переменная, которая вместе с двумя перво-
начально отобранными образует тройку объясняющих перемен-
ных, имеющую с Y наибольший (скорректированный) коэффи-
циент детерминации, и т. д. 

Процедура введения новых переменных продолжается до тех 
пор, пока будет увеличиваться соответствующий (скорректиро-

ванный) коэффициент детерминации 2
�R (более точно — мини-

мальное значение 2

min

�R ).

� Пример 5.1. По данным n = 20 сельскохозяйственных рай-
онов области исследуется зависимость переменной Y — урожай-
ности зерновых культур (в ц/га) от ряда переменных — факто-
ров сельскохозяйственного производства: 

Х1 — число тракторов (приведенной мощности на 100 га); 
Х2 — число зерноуборочных комбайнов на 100 га; 
Х3 — число орудий поверхностной обработки почвы на 100 га; 
Х4 — количество удобрений, расходуемых на 1 га (т/га); 
Х5 — количество химических средств защиты растений, рас- 

             ходуемых на 1 га (ц/га). 

Исходные данные1 приведены в табл. 5.1. 

Т а б л и ц а  5.1 

i

(номер района)
yi xi1 xi2 xi3 xi4 xi5

1   9,70 1,59 0,26 2,05 0,32 0,14
2   8,40 0,34 0,28 0,46 0,59 0,66

..................................................................................................................................... 
19 13,10 0,08 0,25 0,03 0,73 0,20
20   8,70 1,36 0,26 0,17 0,99 0,42

В случае обнаружения мультиколлинеарности принять меры 
по ее устранению (уменьшению), используя пошаговую проце-
дуру отбора наиболее информативных переменных. 

                                         
1 Пример заимствован из [2]. Там же на с. 632 приведены полностью исходные 
данные.
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Р е ш е н и е. По формуле (4.8) найдем вектор оценок пара-
метров регрессионной модели b = (3,515; –0,006; 15,542; 60,110; 
4,475; –2,932)�, так что в соответствии с (4.9) выборочное уравне-
ние множественной регрессии имеет вид: 

�y = 3,515–0,006Х1+15,542Х2+0,110Х3+4,475Х4–2,932Х5.

          (5,41)   (0,60)   (21,59)     (0,85)     (1,54)    (3,09) 

В скобках указаны средние квадратические отклонения (стан-

дартные ошибки) 
j

b
s  коэффициентов регрессии bj, вычисленные по 

формуле (4.22). Сравнивая значения t-статистики (по абсолютной 

величине) каждого коэффициента регрессии 
j

�  по формуле 

j

j

b

j

b

s

b

t =  (j= 0,1,2,3,4,5), т. е. 
0
b
t = 0,65; 

1
b
t = – 0,01; ;72,0

2

=

b
t

3
b
t = 0,13; 

4
b
t = 2,91; 

5
b
t = – 0,95 с критическим значением 

14;95,0
t = 2,14, опре-

деленным по табл. II приложений на уровне значимости �=0,05 
при числе степеней свободы k = n – p – 1 = 20 – 5 – 1 = 14, мы 
видим, что значимым оказался только коэффициент регрессии b4

при переменной Х4 — количество удобрений, расходуемых на гек-
тар земли. 

Вычисленный по (4.33) множественный коэффициент детер-

минации урожайности зерновых культур Y по совокупности пяти 

факторов (Х1—Х5) сельскохозяйственного производства оказался 

равным 2

12345.y
R =0,517, т. е. 51,7% вариации зависимой переменной 

объясняется включенными в модель пятью объясняющими пере-

менными. Так как вычисленное по (4.35) фактическое значение 

F=3,00 больше табличного F0,05;5;14=2,96, то уравнение регрессии 

значимо по F-критерию на уровне �=0,05. 

По формуле (3.20) была рассчитана матрица парных коэф-
фициентов корреляции:  

Переменные Y X1 X2 X3 X4 X5

Y 1,00 0,43 0,37  0,40   0,58* 0,33

X1 0,43 1,00   0,85*   0,98* 0,11 0,34

X2 0,37   0,85* 1,00   0,88* 0,03   0,46* 

X3 0,40   0,98*   0,88* 1,00 0,03 0,28

X4   0,58* 0,11 0,03  0,03 1,00   0,57* 

X5 0,33 0,34   0,46*  0,28   0,57* 1,00
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Знаком* отмечены коэффициенты корреляции, значимые по 
t-критерию (3.46) на 5%-ном уровне. 

Анализируя матрицу парных коэффициентов корреляции, 
можно отметить тесную корреляционную связь между перемен-
ными Х1 и Х2 (r12= 0,85), Х1 и Х3 (r13 = 0,98), Х2 и Х3 (r23 = 0,88), 
что, очевидно, свидетельствует о мультиколлинеарности объяс-
няющих переменных. 

Для устранения мультиколлинеарности применим процедуру 
п о ш а г о в о г о  о т б о р а  наиболее информативных пере-
менных.

1-й шаг. Из объясняющих переменных Х1–Х5 выделяется пе-
ременная X4, имеющая с зависимой переменной Y наибольший 

коэффициент детерминации 2

jy
R

�

(равный для парной модели 

квадрату коэффициента корреляции 2

yj
r ). Очевидно, это перемен-

ная Х4, так как коэффициент детерминации 

336,058,0
22

4

2

4
===

� yy
rR  — максимальный. С учетом поправки на 

несмещенность по формуле (4.34) скорректированный коэффи-

циент детерминации ( )
2

4

19

1 1 0 336 0 299

18

� , ,yR �

= − − = .

2-й шаг. Среди всевозможных пар объясняющих переменных X4,

X j , j =1,2,3,5, выбирается пара (Х4, Х3), имеющая с зависимой пере-

менной Y наиболее высокий коэффициент детерминации  
2

4 jy
R

�

483,0
2

43
==

�y
R  и с учетом поправки по (4.34)

2

43

�

yR �

( ) 422,0483,01

17

19

1 =−−= .

3-й шаг. Среди всевозможных троек объясняющих перемен-

ных (Х4, Х3, X j), j = 1,2,5, наиболее информативной оказалась 

тройка (Х4, Х3, Х5), имеющая максимальный коэффициент детер-

минации 513,0
2

435

2

43.
==

�yjy
RR  и соответственно скорректиро-

ванный коэффициент 422,0
2

435
=

�y
R .

Так как скорректированный коэффициент детерминации на 
3-м шаге не увеличился, то в регрессионной модели достаточно 
ограничиться лишь двумя отобранными ранее объясняющими 
переменными Х4 и Х3.

Рассчитанное по формулам (4.8), (4.9) уравнение регрессии 
по этим переменным примет вид: 
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�y = 7,29+3,48Х3+3,48Х4.

   (0,66) (0,13)  (1,07) 
Нетрудно убедиться в том, что теперь все коэффициенты 

регрессии значимы, так как каждое из значений t-статистики 

0,11

66,0

29,7

0

==

b
t ; 8,26

13,0

48,3

3

==

b
t ; 25,3

07,1

48,3

4

==

b
t

больше соответствующего табличного значения 
17;95,0

t =2,11.

З а м е ч а н и е. Так как значения коэффициентов корреля-
ции весьма высокие (больше 0,8): r12=0,85, r13=0,98, r23=0,88, то, 
очевидно, из соответствующих трех переменных Х1, Х2, Х3 две
переменные можно было сразу исключить из регрессии и без 
проведения пошагового отбора, но какие именно переменные 
исключить — следовало решать, исходя из качественных сооб-
ражений, основанных на знании предметной области (в данном 
случае влияния на урожайность факторов сельскохозяйственно-
го производства).�

Кроме рассмотренной выше пошаговой процедуры присоеди-
нения объясняющих переменных используются также пошаговые 
процедуры присоединения—удаления и процедура удаления объяс-
няющих переменных, изложенные, например, в [2]. Следует от-
метить, что какая бы пошаговая процедура ни использовалась, 
она не гарантирует определения оптимального (в смысле полу-

чения максимального коэффициента детерминации 2
�R ) набора 

объясняющих переменных. Однако в большинстве случаев по-
лучаемые с помощью пошаговых процедур наборы переменных 
оказываются оптимальными или близкими к оптимальным. 

5.3. Линейные регрессионные модели
с переменной структурой. Фиктивные переменные 

До сих пор мы рассматривали регрессионную модель, в ко-
торой в качестве объясняющих переменных (регрессоров) вы-
ступали количественные переменные (производительность тру-
да, себестоимость продукции, доход и т. п.). Однако на практике 
достаточно часто возникает необходимость исследования влия-
ния качественных признаков, имеющих два или несколько 
уровней (градаций). К числу таких признаков можно отнести: 
пол (мужской, женский), образование (начальное, среднее, 
высшее), фактор сезонности (зима, весна, лето, осень) и т. п. 
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Качественные признаки могут существенно влиять на струк-
туру линейных связей между переменными и приводить к скач-
кообразному изменению параметров регрессионной модели. В 
этом случае говорят об исследовании регрессионных моделей с пе-
ременной структурой или построении регрессионных моделей по 
неоднородным данным. 

Например, нам надо изучить зависимость размера заработ-
ной платы Y работников не только от количественных факторов 
Х1, Х2,…, Xn, но и от качественного признака Z1 (например, фак-
тора «пол работника»). 

В принципе можно было получить оценки регрессионной 
модели 

                 ,...

110 iippii
xxy �+�++�+�= i = 1,…, n (5.1)

для каждого уровня качественного признака (т. е. выборочное 
уравнение регрессии отдельно для работников-мужчин и от-
дельно — для женщин), а затем изучать различия между ними 
(см. § 5.4).

Но есть и другой подход, позволяющий оценивать влияние 
значений количественных переменных и уровней качественных 
признаков с помощью одного уравнения регрессии. Этот подход 
связан с введением так называемых фиктивных (манекенных) пе-
ременных1, или манекенов (dummy variables).

В качестве фиктивных переменных обычно используются ди-
хотомические (бинарные, булевы) переменные, которые прини-
мают всего два значения: «0» или «1» (например, значение такой 
переменной Z1 по фактору «пол»: Z1= 0 для работников-женщин 
и Z1=1 — для мужчин). 

В этом случае первоначальная регрессионная модель (5.1)
заработной платы изменится и примет вид: 

                
iiippii

zxxy �+�+�++�+�=
11110

... , i=1,…, n, (5.2)

где zi1=
�

�

�

0

,1 если i-й работник мужского пола;

если i-й работник женского пола. 

Таким образом, принимая модель (5.2), мы считаем, что 
средняя заработная плата у мужчин на �1•1= �1 выше, чем у 
женщин, при неизменных значениях других параметров модели. 
А проверяя гипотезу Н0: �1 = 0, мы можем установить сущест-

                                         
1 В отечественной литературе используется также термин структурные переменные.
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венность влияния фактора «пол» на размер заработной платы 
работника. 

Следует отметить, что в принципе качественное различие 
можно формализовать с помощью любой переменной, прини-
мающей два разных значения, не обязательно «0» или «1». Од-
нако в эконометрической практике почти всегда используются 
фиктивные переменные типа «0—1», так как при этом интерпре-
тация полученных результатов выглядит наиболее просто. Так, 
если бы в модели (5.2) в качестве фиктивной выбрали перемен-
ную Z1, принимающую значения zi1=4 (для работников-мужчин) 
и zi2=1 (для женщин), то коэффициент регрессии �1 при этой 
переменной равнялся бы 1/(4–1), т. е. одной трети среднего из-
менения заработной платы у мужчин. 

Если рассматриваемый качественный признак имеет не-
сколько (k) уровней (градаций), то в принципе можно было вве-
сти в регрессионную модель дискретную переменную, прини-
мающую такое же количество значений (например, при иссле-
довании зависимости заработной платы Y от уровня образова-
ния Z можно рассматривать k=3 значения: zi1=1 при наличии 
начального образования, zi2=2 — среднего и zi3=3 при наличии 
высшего образования). Однако обычно так не поступают из-за 
трудности содержательной интерпретации соответствующих ко-
эффициентов регрессии, а вводят (k–1) бинарных переменных. 

В рассматриваемом примере для учета фактора образования 
можно было в регрессионную модель (5.2) ввести k – 1=3–1=2 
бинарные переменные Z21 и Z22:

   
iiiiippii

zzzxxy �+�+�+�+�++�+�=
2222212111110

... , (5.3)

где zi21=
�

�

�

0

,1 если i-й работник имеет высшее образование;  

во всех остальных случаях; 

      zi22=
�

�

�

0

,1 если i-й работник имеет среднее образование;  

во всех остальных случаях. 

Третьей бинарной переменной Х23, очевидно, не требуется: 
если i-й работник имеет начальное образование, это будет отра-
жено парой значений zi21 = 0, zi22 = 0. 

Более того, вводить третью бинарную переменную Z23 (со 
значениями zi13 = 1, если i-й работник имеет начальное образо-
вание; zi23=0 — в остальных случаях) н е л ь з я, так как при 
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этом для любого i-го работника zi21+zi22+zi23=1, т. е. при сумми-
ровании элементов столбцов общей матрицы плана, соответст-
вующих фиктивным переменным Z21, Z22, Z23, мы получили бы 
столбец, состоящий из одних единиц. А так как в матрице плана 
такой столбец из единиц уже есть (напомним (§4.1), что это 
первый столбец, соответствующий свободному члену уравнения 
регрессии), то это означало бы линейную зависимость значений 
(столбцов) общей матрицы плана X, т. е. нарушило бы предпо-
сылку 6 регрессионного анализа. Таким образом, мы оказались 
бы в условиях мультиколлинеарности в функциональной форме 
(§ 5.1) и как следствие — невозможности получения оценок ме-
тодом наименьших квадратов. 

Такая ситуация, когда сумма значений нескольких перемен-
ных, включенных в регрессию, равна постоянному числу (еди-
нице), получила название «dummy trap» или «ловушки». Чтобы 
избежать такие ловушки, число вводимых бинарных переменных 
должно быть на единицу меньше числа уровней (градаций) ка-
чественного признака. 

Следует отметить не совсем удачный перевод на русский 
язык термина «dummy variables» как «фиктивная» переменная. 
Во-первых, в модели регрессионного анализа мы уже имеем 
фиктивную переменную X при коэффициенте �0, всегда равную 
единице. Во-вторых, и это главное — все процедуры регресси-
онного анализа (оценка параметров регрессионной модели, про-
верка значимости ее коэффициентов и т. п.) проводятся при 
включении фиктивных переменных так же, как и «обычных», 
количественных объясняющих переменных. «Фиктивность» же 
переменных Zi состоит только в том, что они количественным 
образом описывают качественный признак. 

Рассматриваемые выше регрессионные модели (5.2) и (5.3)
отражали влияние качественного признака (фиктивных перемен-
ных) только на значения переменной Y, т. е. на свободный член
уравнения регрессии. В более сложных моделях может быть от-
ражена также зависимость фиктивных переменных на сами пара-
метры при переменных регрессионной модели. Например, при 
наличии в модели объясняющих переменных — количественной 
Х1 и фиктивных Z11, Z12, Z21, Z22, из которых Z11, Z12 влияют толь-
ко на значение коэффициента при Х1, a Z21, Z22 — только на ве-
личину свободного члена уравнения, такая регрессионная модель 
примет вид: 
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(5.4)

Модели типа (5.4) используются, например, при исследовании 
зависимости объема потребления Y некоторого продукта от дохода 
потребителя X, когда одни качественные признаки (например, 
фактор сезонности) влияют лишь на количество потребляемого 
продукта (свободный член уравнения регрессии), а другие (напри-
мер, уровень доходности домашнего хозяйства) — на параметр 
�1 при Х, интерпретируемый как «склонность к потреблению». 

� Пример 5.2. Необходимо исследовать зависимость между 
результатами письменных вступительных и курсовых (на I кур-
се) экзаменов по математике. Получены следующие данные о 
числе решенных задач на вступительных экзаменах X (задание — 
10 задач) и курсовых экзаменах Y (задание — 7 задач) 12 студен-
тов, а также распределение этих студентов по фактору «пол»: 

№ студента 
Число решенных 

задач
№ студента

Число решенных 

задач

i xi yi

Пол

сту-

дента
i xi yi

Пол

сту-

дента

1 10 6 муж. 7 6 3 жен.

2 6 4 жен. 8 7 4 муж.

3 8 4 муж. 9 9 7 муж.

4 8 5 жен. 10 6 3 жен.

5 6 4 жен. 11 5 2 муж.

6 7 7 муж. 12 7 3 жен.

Построить линейную регрессионную модель Y по Х с ис-
пользованием фиктивной переменной по фактору «пол». Можно 
ли считать, эта модель одна и та же для юношей и девушек? 

Р е ш е н и е. Вначале рассчитаем уравнение парной регрес-
сии Y по X, используя формулы (3.7) — (3.15):

                           1 437 0 815� , ,y x= − + . (5.5)

По формуле (3.47) коэффициент детерминации 530,0
2

.
=

xy
R ,

т. е. 53,0% вариации зависимой переменной Y обусловлено рег-
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рессией. Уравнение регрессии значимо по F-критерию, так как 

в соответствии с (3.48) F=9,46>F0,05;1;10 = 4,96. 

Однако полученное уравнение не учитывает влияние качест-
венного признака — фактора «пол». 

Для ее учета введем в регрессионную модель фиктивную 
(бинарную) переменную Z1 ,

где           zi1=
�

�

�

����.  ���	
���  	�
����  �-  �	��0

 ����,  �
�	
���  	�
����  �-  �	��,1

i

i

Полагая, что фактор «пол» может сказаться только на числе ре-
шенных задач (свободном члене) регрессии, имеем модель1 типа 
(5.2):

                      =

i
y –1,165+0,743х+0,466х1. (5.6)

                                          (2,410) (0,053) (0,405) 

Таким образом, получили регрессионную модель 

                                  �+�= XY (5.7)

с общей матрицей плана 2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

0
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1

1

5

1

0

6

1

1

9

1

1

7

1

0

6

1

1

7

1

0

6

1

0

8

1

1

8

1

0

6

1

1

10

1

X .

По формуле (4.8) найдем вектор оценок параметров регрессии 

b=(–1,165; 0,743; 0,466)�.

Так что в соответствии с (4.9) выборочное уравнение множе-
ственной регрессии примет вид: 

�y =–1,165+0,743x+0,466z1.

                                 (2,410) (0,053) (0,405)  (5.8)

Коэффициент детерминации 549,0
2

.
=

xzy
R .

Уравнение регрессии значимо по F-критерию на 5%-ном 
уровне, так как в соответствии с (4.35)

                                         
1 Здесь и далее в скобках под коэффициентами регрессии указываются их сред-

ние квадратические (стандартные) отклонения. 
2 Общая матрица плана Х включает все значения переменных, в том числе зна-

чения фиктивных переменных Zi.
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                      F = 5,48>F0,05;2;9 = 4,26. 

Из (5.8) следует, что при том же числе решенных задач на 
вступительных экзаменах Х, на курсовых экзаменах юноши ре-
шают в среднем на 0,466 � 0,5 задачи больше. На рис. 5.2 пока-
заны линии регрессии Y по X для юношей (при z1=1, т. е.  
�y =–1,165+0,743х+0,466•1 или �y =–0,699+0,743х) и для деву-

шек (при z1=0, т. е. �y =–1,165+0,743х). 

Эти уравнения отличаются только свободным членом, а со-
ответствующие линии регрессии параллельны (см. рис. 5.2). По-
лученное уравнение множественной регрессии (5.8) по-
прежнему значимо по F-критерию. Однако коэффициент регрес-
сии �1 при фиктивной переменной Z1 незначим по t-критерию 

(ибо 15,1

405,0

466,0

==t и )26,2
9;95,0
=< tt , возможно, из-за недоста-

точного объема выборки либо в силу того, что гипотеза Н0:
�1 = 0 верна). 

1 2 3

4

5

1

2

3

–1

–2

0

y

x
4

Девушки

(Z
1
= 0)

Юноши

(Z
1
=1)

Рис. 5.2 

В этом также легко убедиться, если вычислить по формуле 
(4.34) скорректированный коэффициент детерминации, который 

уменьшился от значения 2

0 483
� ,y xR

�

=  для парной модели (5.5) до 

значения 449,0
2

.
=

xzy
R для множественной модели (5.6). Следова-

тельно, по имеющимся данным влияние фактора «пол» оказалось 
несущественным, и у нас есть основания считать, что регрессион-
ная модель результатов курсовых экзаменов по математике в зави-
симости от вступительных одна и та же для юношей и девушек. �
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З а м е ч а н и е. Если бы в регрессионной модели мы хотели 
учесть другие факторы с бо́льшим, чем две, числом ki градаций, 
то, как отмечено выше, следовало бы ввести в модель (ki–1) би-
нарных переменных. Например, если было бы необходимо изу-
чить влияние на результаты курсового экзамена фактора Z2—«тип 
учебного заведения», оконченного студентом (школа, техникум, 
ПТУ), то в регрессионную модель (5.6) следовало ввести  
ki–1=3–1=2 бинарные переменные Z21 и Z22:

            
iiiiii

zzzxy �+�+�+�+�+�=
2222212111110

, (5.9)

где zi21=
�

�

�

0

,1 если студент окончил школу;  

в остальных случаях; 

       zi22=
�

�

�

0

,1 если студент окончил техникум;  

в остальных случаях. 

Но при этом, конечно, следовало увеличить объем выборки 
n, так как надежность статистических выводов существенно за-
висит от отношения объема выборки n к общему числу всех па-
раметров регрессионной модели: чем больше величина отношения
n/(p+1), тем точнее соответствующие оценки, тем надежнее 
статистические выводы.

5.4. Критерий Г. Чоу 

В практике эконометриста нередки случаи, когда имеются 
две выборки пар значений зависимой и объясняющих перемен-
ных (xi, yi). Например, одна выборка пар значений переменных 
объемом n1 получена при одних условиях, а другая, объемом n2, —
при несколько измененных условиях. Необходимо выяснить, 
действительно ли две выборки однородны в регрессионном 
смысле? Другими словами, можно ли объединить две выборки в 
одну и рассматривать единую модель регрессии Y по X?

При достаточных объемах выборок можно было, например, 
построить интервальные оценки параметров регрессии по каж-
дой из выборок и в случае пересечения соответствующих дове-
рительных интервалов сделать вывод о единой модели регрес-
сии. Возможны и другие подходы. 

В случае, если объем хотя бы одной из выборок незначите-
лен, то возможности такого (и аналогичных) подходов резко су-
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жаются из-за невозможности построения сколько-нибудь на-
дежных оценок. 

В критерии (тесте) Г. Чоу эти трудности в существенной 
степени преодолеваются. По каждой выборке строятся две ли-
нейные регрессионные модели: 

i

p

j

ijji
xy ��+��+��= �

=1

0
, i = 1,…, n1;

i

p

j

ijji
xy � ��+� ��+� ��= �

=1

0
, i = n1+1,…, n1+n2.

Проверяемая нулевая гипотеза имеет вид — Н0: ��=���;
D(��)=D(���)=�

2, где ��=��� — векторы параметров двух моделей; 
��,��� — их случайные возмущения.

Если нулевая гипотеза Н0 верна, то две регрессионные моде-
ли можно объединить в одну объема n = n1+n2:

i

p

j

ijji
xy �+�+�= �

=1

0
, i = 1,2…, n.

Согласно критерию Г. Чоу нулевая гипотеза Н0 отвергается 
на уровне значимости �, если статистика 
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F , (5.10)

где �

=

n

i

i
e

1

2

, �

=

1

1

2

,

n

i

i
e �

=

n

ni

i
e

1

2 — остаточные суммы квадратов соответст-

венно для объединенной, первой и второй выборок; n=n1+n2.

� Пример 5.3.
По данным примера 5.2, используя критерий Г. Чоу, выяс-

нить, можно ли считать одной и той же линейную регрессию Y
по Х для юношей и девушек. 

Р е ш е н и е. По n1= 6 парам наблюдений (xi, yi) для юношей — 
(10;6), (8;4), (7;7), (7;4), (9;7), (5;2) (1-ая выборка) и по 
n2=6 парам наблюдений для девушек — (6;4), (8;5), (6;4), (6;3), 
(6;3), (7;3) (2-ая выборка) рассчитаем уравнения регрессии: 

      �y =–1,000+0,783x (для 1-й выборки); 
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�y =–0,048+0,571x (для 2-й выборки). 

По всем n=n1+n2=12 парам наблюдений рассчитаем уравне-
ние регрессии для объединенной выборки (см. пример.5.2):

�y =–1,437+0,815x.

Так как вычисленное по (5.10) значение 

F = 0,21<F0,05;2;8 = 4,46, 

то влияние фактора «пол» несущественно, и в качестве оценки 
регрессионной модели Y по X можно рассматривать уравнение 
регрессии, полученное по объединенной выборке.  �

Критерий Г. Чоу может быть использован при построении 
регрессионных моделей при воздействии качественных призна-
ков, когда имеется возможность разделения совокупности на-
блюдений по степени воздействия этого фактора на отдельные 
группы и требуется установить возможность использования еди-
ной модели регрессии. 

Оценивание регрессии с использованием фиктивных пере-
менных более информативно в том отношении, что позволяет 
использовать t-критерий для оценки существенности влияния 
каждой фиктивной переменной на зависимую переменную. 

5.5. Нелинейные модели регрессии 

До сих пор мы рассматривали л и н е й н ы е р е г р е с -
с и о н н ы е  м о д е л и, в которых переменные имели первую 
степень (модели, линейные по переменным), а параметры высту-
пали в виде коэффициентов при этих переменных (модели, ли-
нейные по параметрам). Однако соотношение между социально-
экономическими явлениями и процессами далеко не всегда 
можно выразить линейными функциями, так как при этом мо-
гут возникать неоправданно большие ошибки. 

Так, например, н е л и н е й н ы м и  оказываются произ-
водственные функции (зависимости между объемом произведен-
ной продукции и основными факторами производства — трудом, 
капиталом и т. п.), функции спроса (зависимость между спросом 
на товары или услуги и их ценами или доходом) и другие. 

Для оценки параметров нелинейных моделей используются 
два подхода. 
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Первый подход основан на линеаризации модели и заключа-
ется в том, что с помощью подходящих преобразований исход-
ных переменных исследуемую зависимость представляют в виде 
линейного соотношения между преобразованными переменными. 

Второй подход обычно применяется в случае, когда подоб-
рать соответствующее линеаризующее преобразование не удает-
ся. В этом случае применяются методы нелинейной оптимизации 
на основе исходных переменных. 

Для л и н е а р и з а ц и и  модели в рамках первого подхода 
могут использоваться как модели, не линейные по переменным, 
так и не линейные по параметрам. 

Если модель нелинейна по переменным, то введением новых 
переменных ее можно свести к линейной модели, для оценки 
параметров которой использовать обычный метод наименьших 
квадратов. 

Так, например, если нам необходимо оценить параметры 
регрессионной модели 

iiii
xxy �+�+�+�=

22

2

110
, i = 1,…, n,

то вводя новые переменные 2

11
XZ = ,

22
XZ = , получим ли-

нейную модель 
,

22110 iiii
zzy �+�+�+�= i=1,…, n,

параметры которой находятся обычным методом наименьших 
квадратов по формуле (4.8).

Следует, однако, отметить и недостаток такой замены перемен-
ных, связанный с тем, что вектор оценок b получается не из условия 
минимизации суммы квадратов отклонений для исходных перемен-
ных, а из условия минимизации суммы квадратов отклонений для 
преобразованных переменных, что не одно и то же. В связи с этим 
необходимо определенное уточнение полученных оценок. 

Более сложной проблемой является нелинейность модели по 
параметрам, так как непосредственное применение метода наи-
меньших квадратов для их оценивания невозможно. К числу 
таких моделей можно отнести, например, мультипликативную
(степенную) модель 

                          
iiii

xxy ��=
��
21

210
, i = 1,..., n, (5.11)

экспоненциальную модель 

                                       

i

xx

i

ii
�y �=

�+�+�
22110 ,  i = 1,…, n (5.12)

и другие. 
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В ряде случаев путем подходящих преобразований эти модели 
удается привести к линейной форме. Так, модели (5.11) и (5.12)
могут быть приведены к линейным логарифмированием обеих 
частей уравнений. Тогда, например, модель (5.11) примет вид: 

         
iiii

xxy �+�+�+�= lnlnlnln
22110

,  i = 1,…, n. (5.13)

К модели (5.13) уже можно применять обычные методы ис-
следования линейной регрессии, изложенные в гл. 4. Однако 
следует подчеркнуть, что критерии значимости и интервальные 
оценки параметров, применяемые для н о р м а л ь н о й  ли-
нейной регрессии, требуют, чтобы нормальный закон распреде-
ления в моделях (5.11), (5.12) имел логарифм вектора возмуще-

ний � (т. е. ln � �N
n

(0,
n

E
2

� ), а вовсе не �. Другими словами, 

вектор возмущений � должен иметь логарифмически нормальное 
распределение. 

Заметим попутно, что к модели 

                   
iiii

xxy �+�=
��
21

210
,  i = 1,…, n, (5.14)

рассматриваемой в качестве альтернативной по отношению к 
модели (5.11), изложенные выше методы исследования линей-
ной регрессии уже непригодны, так как модель (5.14) нельзя 
привести к линейному виду. В этом случае используются специ-
альные (итеративные) процедуры оценивания параметров. 

В качестве примера использования линеаризирующего пре-
образования регрессии рассмотрим производственную функцию
Кобба—Дугласа

                                ��
= LAKY , (5.15)

где Y — объем производства, К — затраты капитала, L — затра-
ты труда. 

Показатели � и � являются коэффициентами частной эла-
стичности1 объема производства Y соответственно по затратам 

                                         
1 Коэффициентом частной эластичности Еxi

(y) функции y = f(x1,x2,..., xn) относитель-

но переменной xi (i = 1,2,…,n) называется предел отношения относительного 

частного приращения функции к относительному приращению этой переменной 

при �xi�0, т.е. Еx
i
(y)

i

i

i

x

i

i

ix

x

y

y

x

x

x

y

y

�=
�
�

�

�

�
�

�

� 		

=

��

:lim

0

. Нетрудно убедиться в том, что 

для функции Кобба—Дугласа Ek(Y) = �, EL(Y)= �.
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капитала К и труда L. Это означает, что при увеличении одних 
только затрат капитала (труда) на 1% объем производства увели-
чится на �% (�%).

Учитывая влияние случайных возмущений, присущих каж-
дому экономическому явлению, функцию Кобба—Дугласа (5.15)
можно представить в виде 

                               �=
�

�

LAKY . (5.16)

Полученную мультипликативную (степенную) модель легко 
свести к линейной путем логарифмирования обеих частей урав-
нения (5.16). Тогда для i-го наблюдения получим 

            ,lnlnlnlnln
iiiyi

LKA �+�+�+=  i = 1,…, n.       (5.17)

Если в модели (5.16) �+�=1 (т. е. модель такова, что при 
расширении масштаба производства — увеличении затрат капи-
тала К и труда L в некоторое число раз — объем производства 
возрастает в то же число раз) функцию Кобба—Дугласа пред-
ставляют в виде 

�=

�−� 1

LAKY

или                                    

                                                      ��

�

�

�

�

�
=

�

L

K

A

L

Y

. (5.18)

Таким образом, получаем зависимость производительности 
труда (Y/L) от его капиталовооруженности (К/L). Для оценки 
параметров модели (5.18) путем логарифмирования приводим ее 
к виду (для i-го наблюдения) 

                
iii

LKALY �+�+= ln)ln(ln)ln( , i = 1,…, n. (5.19)

Функция Кобба—Дугласа с учетом технического прогресса 
имеет вид: 

                                �=

��� t

eLAKY , (5.20)

где t — время; параметр � — темп прироста объема производства 
благодаря техническому прогрессу. Модель (5.20) приводится к 
линейному виду аналогично модели (5.16).

� Пример 5.4. По данным n = 50 предприятий легкой про-
мышленности оценить производственную функцию Кобба—
Дугласа в виде (5.18).
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Р е ш е н и е. От исходных значений переменных K/L и Y/L
перейдем к их натуральным логарифмам и, используя метод 
наименьших квадратов, рассчитаем оценки параметров модели 
(5.19)1. Получим 

                               ( )
�ln /Y L =0,43+0,25ln (K/L),

                                      (0,32) (0,04) 

или                            0 25

1 537

,�/ , ( / )Y L K L=

(в скобках указаны стандартные отклонения коэффициентов 
регрессии). Коэффициент регрессии, равный 0,25 (он же коэф-
фициент эластичности в модели (5.18)), говорит о том, что при 
изменении капиталовооруженности труда на 1% производитель-
ность труда на предприятиях отрасли увеличивается в среднем 
на 0,25%. С помощью t-критерия легко убедиться в том, что ко-
эффициент регрессии, а значит, и уравнение парной регрессии, 
значимы.  �

5.6. Частная корреляция 

Выше, в § 3.3, для оценки тесноты связи между переменны-
ми был введен выборочный коэффициент линейной корреля-
ции. Если переменные коррелируют друг с другом, то на значе-
нии коэффициента корреляции частично сказывается влияние 
других переменных. В связи с этим часто возникает необходи-
мость исследовать частную корреляцию между переменными при 
исключении (элиминировании) влияния одной или нескольких 
переменных. 

Выборочным частным коэффициентом корреляции (или про-

сто частным коэффициентом корреляции) между переменными Xi

и Xj при фиксированных значениях остальных (р – 2) переменных

называется выражение 

                           
jjii

ij

pij

qq

q

r

−

=

...2,1.
, (5.21)

где qii и qjj — алгебраические дополнения элементов rij и rjj мат-

рицы выборочных коэффициентов корреляции 
                                         

1 Исходные данные и соответствующие расчеты (полностью идентичные приве-

денным в гл. 2) здесь не приводятся. 
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                                qp=

�

�

�

�

�

�
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�
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�
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�

1...

.............................

...1

...1

21

221

112

pp

p

p

rr

rr

rr

,

а rij определяются по формулам (3.18)—(3.20). В частности, в 
случае трех переменных (n=3) из (5.21) следует, что 

                            
( )( )22

.

11
jkik

jkikij

kij

rr

rrr

r

−−

−

= . (5.22)

Поясним полученную формулу (5.22). Предположим, что 
имеется обычная регрессионная модель xi= �0+ �1xj+ �2xk

+�i и 
необходимо оценить корреляцию между зависимой переменной 
Xi и объясняющей переменной Xj при исключении (элиминиро-
вании) влияния другой объясняющей переменной Xk. С этой це-

лью найдем уравнения парной регрессии X
i
по Xk (

�
ix
= b0+b1xk)

и Xj по Xk (
0 1

�
i kx b b x� �= + ), а затем удалим влияние переменной 

Xk, взяв остатки �

ix i i
e x x= −  и �

jx j j
e x x= − . Очевидно, что коэф-

фициент корреляции между остатками 
i
x

e  и 
j

x

e  будет отражать 

тесноту частной корреляции между переменными Xi и Xj при 
исключении влияния переменной Xk. Можно показать, что най-
денный по формуле (3.18) обычный коэффициент корреляции 

между остатками
i
x

e  и 
j

x

e  равен частному коэффициенту кор-

реляции rij.k, определенному по формуле (5.22).
Частный коэффициент корреляции rij.12…p, как и парный ко-

эффициент rij, может принимать значения от –1 до +1. Кроме 

того, rij.12…p, вычисленный на основе выборки объема n, имеет 

такое же распределение, как и rij, вычисленный по n�=n–p+2 на-

блюдениям. Поэтому значимость частного коэффициента корре-

ляции rij.12…p оценивают так же, как и обычного коэффициента 

корреляции r (см. § 3.6), но при этом полагают n�=n–p+2.

� Пример 5.5. Для исследования зависимости между произ-
водительностью труда (Х1), возрастом (Х2) и производственным 
стажем (Х3) была произведена выборка из 100 рабочих одной и 
той же специальности. Вычисленные парные коэффициенты 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



130

корреляции оказались значимыми и составили: r12=0,20; 
r13=0,41; r23=0,82. Вычислить частные коэффициенты корреля-
ции и оценить их значимость на уровне �=0,05. 

Р е ш е н и е. По формуле (5.22) частные коэффициенты 
корреляции 

( ) ( )

26,0

82,0141,01

82,041,020,0

22

2

3.12
−=

−−

�−

=r

и аналогично r13.2=0,44; r23.1=0,83. 
Оценим значимость r12.3. Значение статистики t-критерия по 

(3.46) при n�=n–p+2=100–3+2=99 (по абсолютной величине) 

( )

65,2

26,01

29926,0

2

=

−−

−−

=t

больше табличного t0,95;97=1,99 (см. табл. II приложений), сле-

довательно, частный коэффициент корреляции r12.3 значим.

Аналогично устанавливается значимость других частных коэф-

фициентов корреляции. 

Сравнивая частные коэффициенты корреляции rij.k с соответст-

вующими парными коэффициентами, видим, что за счет «очище-
ния связи» наибольшему изменению подвергся коэффициент кор-
реляции между производительностью труда (Х1) и возрастом (Х2) ра-
бочих (изменилось не только его значение, но и знак: r12=0,20;  
r12.3=–0,26, причем оба эти коэффициента значимы). 

Итак, между производительностью труда (Х1) и возрастом (Х2)
рабочих существует прямая корреляционная связь (r12=0,20). Ес-
ли же устранить (элиминировать) влияние переменной «произ-
водственный стаж» (Х3), то в чистом виде производительность 
труда (Х1) находится в обратной по направлению (и опять же сла-
бой по тесноте) связи с возрастом рабочих (Х2) (r12.3=–0,26). Это 
вполне объяснимо, если рассматривать возраст только как пока-
затель работоспособности организма на определенном этапе его 
жизнедеятельности. Подобным образом могут быть интерпрети-
рованы и другие частные коэффициенты корреляции. �

Упражнения
5.6. Имеются следующие данные о потреблении некоторого 

продукта Y (усл. ед.) в зависимости от уровня урбанизации (до-
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ли городского населения) Х1, относительного образовательного 
уровня Х2 и относительного заработка Х3 для девяти географиче-
ских районов: 

i
(номер 
района)

xi1 xi2 xi3 yi

i
(номер
района)

xi1 xi2 xi3 yi

1 42,2 11,2 31,9 167,1 6 44,5 10,8 8,5 174,6 

2 48,6 10,6 13,2 174,4 7 39,1 10,7 24,3 163,7 

3 42,6 10,6 28,7 160,8 8 40,1 10,0 18,6 174,5 

4 39,0 10,4 26,1 162,0 9 45,9 12,0 20,4 185,7 

5 34,7 9,3 30,1 140,8      

Средние значения ;85,41
1
=x ;62,10

2
=x ;42,24

3
=x y =167,07. 

Стандартные отклонения 
1
x

s = 4,176;
2
x

s = 0,7463; 
3
x

s = 7,928; 

sy=12,645.
Корреляционная матрица: 

X1 X2 X3 Y

X1   1   0,684    –0,616   0,802 
X2   0,684   1    –0,173   0,770 
X3 –0,616 –0,173      1 –0,629 
Y   0,802   0,770    –0,629   1 

Используя пошаговую процедуру отбора наиболее информа-
тивных объясняющих переменных, определить подходящую рег-
рессионную модель, исключив при этом мультиколлинеарность. 
Оценить значимость коэффициентов регрессии полученной мо-
дели по t-критерию. 

5.7. Имеются следующие данные о весе Y (в фунтах) и воз-
расте Х (в неделях) 13 индеек, выращенных в областях А, В, С.

i xi yi
Область про-
исхождения

i xi yi
Область про-
исхождения

1 28 12,3 А 8 26 11,8 В

2 20  8,9 А 9 21 11,5 С

3 32 15,1 А 10 27 14,2 С

4 22 10,4 А 11 29 15,4 С

5 29 13,1 В 12 23 13,1 С

6 27 12,4 В 13 25 13,8 С

7 28 13,2 В    

Есть основание полагать, что на вес индеек оказывает влияние 
не только их возраст, но и область происхождения. Необходимо: 
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а) найти уравнение парной регрессии Y по Х и оценить его 
значимость; 

б) введя соответствующие фиктивные переменные, найти 
общее уравнение множественной регрессии Y по всем объяс-
няющим переменным (включая фиктивные); 

в) оценить значимость общего уравнения множественной 
регрессии по F-критерию и значимость его коэффициентов по  
t-критерию на уровне �=0,05;

г) проследить за изменением скорректированного коэффи-
циента детерминации при переходе от парной к множественной 
регрессии;

д) оценить на уровне �=0,05 значимость различия между 
свободными членами уравнений, получаемых из общего уравне-
ния множественной регрессии Y для каждой области. 

5.8. При построении линейной зависимости расходов на оде-
жду от располагаемого дохода по выборке для 10 женщин полу-
чены следующие суммы квадратов и произведений наблюдений: 

�

=

=

10

1

110

i

i
x , �

=

=

10

1

2

1540

i

i
x , �

=

=

10

1

60

i

i
y , �

=

=

10

1

828

i

ii
yx , �

=

=

10

1

2

448

i

i
y .

Аналогичные вычисления сумм по выборке из 5 мужчин дали: 

,35

5

1

�

=

=

i

i
x �

=

=

5

1

2

,325

i

i
x ,15

5

1

�

=

=

i

i
y �

=

=

5

1

,140

i

ii
yx �

=

=

5

1

2

61

i

i
y .

По общей (объединенной) выборке оценена регрессия с ис-
пользованием фиктивной переменной Z (Z = 1 для мужчины и 
Z = 0 для женщины), которая имеет вид:  

0 06 0 438 0 46 0 072� , , , , ( ).y x z zx= − + + +

На уровне значимости �=0,05 проверить гипотезу о том, что 
функция потребления одна и та же для мужчин и женщин, если 
выполнены все предпосылки классической нормальной линей-
ной регрессии. 

5.9. Решить задачу 5.8, используя критерий Г. Чоу. 
5.10. С целью исследования влияния факторов Х1 — средне-

месячного количества профилактических наладок автоматиче-
ской линии и Х2 — среднемесячного числа обрывов нити на по-
казатель Y — среднемесячную характеристику качества ткани (в 
баллах) по данным 37 предприятий легкой промышленности 
были вычислены парные коэффициенты корреляции: ry1=0,105, 
ry2=0,024 и r12=0,996. Определить частные коэффициенты кор-
реляции ry1.2 и ry2.1 и оценить их значимость на 5%-ном уровне. 
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Глава 6

Временные ряды и прогнозирование 

При рассмотрении классической модели регрессии характер 
экспериментальных данных, как правило, не имеет принципи-
ального значения. Однако это оказывается не так, если условия 
классической модели нарушены. 

Методы исследования моделей, основанных на данных про-
странственных выборок и временных рядов, вообще говоря, су-
щественно отличаются. Объясняется это тем, что в отличие от 
пространственных выборок наблюдения во временных рядах, 
как правило, нельзя считать независимыми. 

В этой главе мы остановимся на некоторых общих понятиях 
и вопросах, связанных с временными рядами, использованием 
регрессионных моделей временных рядов для прогнозирования. 
При анализе точности этих моделей и определении интерваль-
ных ошибок прогноза на их основе, будем полагать, что рас-
сматриваемые в главе регрессионные модели временных рядов 
удовлетворяют условиям классической модели. Модели времен-
ных рядов, в которых нарушены эти условия, будут рассмотрены 
в гл. 7, 8.

6.1. Общие сведения о временных рядах  
и задачах их анализа 

Под временным рядом (динамическим рядом, или рядом дина-

мики) в экономике подразумевается последовательность наблю-
дений некоторого признака (случайной величины) Y в последо-
вательные моменты времени. Отдельные наблюдения называются 
уровнями ряда, которые будем обозначать yt (t = 1,2,…, n), где n — 
число уровней. 

В табл. 6.1 приведены данные, отражающие спрос на неко-
торый товар за восьмилетний период (усл. ед), т. е. временной 
ряд спроса yt.
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Т а б л и ц а  6.1 

Год, t 1 2 3 4 5 6 7 8 

Спрос, yt 213 171 291 309 317 362 351 361 

В качестве примера на рис. 6.1 временной ряд yt изображен 
графически. 

В общем виде при исследовании экономического временно-
го ряда yt выделяются несколько составляющих: 

                     yt=ut+vt+ct+�t (t = 1,2,…, n), (6.1)

где ut — тренд, плавно меняющаяся компонента, описывающая 
чистое влияние долговременных факторов, т. е. длительную 
(«вековую») тенденцию изменения признака (например, рост 
населения, экономическое развитие, изменение структуры по-
требления и т. п.); 

vt — сезонная компонента, отражающая повторяемость эконо-
мических процессов в течение не очень длительного периода (го-
да, иногда месяца, недели и т. д., например, объем продаж това-
ров или перевозок пассажиров в различные времена года); 

ct — циклическая компонента, отражающая повторяемость 
экономических процессов в течение длительных периодов (на-
пример, влияние волн экономической активности Кондратьева, 
демографических «ям», циклов солнечной активности и т. п.); 

�t — случайная компонента, отражающая влияние не поддаю-
щихся учету и регистрации случайных факторов. 

y
t

t

(усл. ед.)

0 1 2 3 4 5 6 7
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200

300
y
t

t
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ty
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679,2532,181
~

+=

Рис 6.1 

Следует обратить внимание на то, что в отличие от �t первые 
три составляющие (компоненты) иt, vt, ct являются закономерны-
ми, неслучайными.

Важнейшей классической задачей при исследовании экономиче-
ских временных рядов является выявление и статистическая оцен-
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ка основной тенденции развития изучаемого процесса и отклонений 
от нее. 

Отметим основные э т а п ы  анализа временных рядов: 
• графическое представление и описание поведения вре-

менного ряда; 
• выделение и удаление закономерных (неслучайных) со-

ставляющих временного ряда (тренда, сезонных и цикли-
ческих составляющих); 

• сглаживание и фильтрация (удаление низко- или высо-
кочастотных составляющих временного ряда); 

• исследование случайной составляющей временного ряда, 
построение и проверка адекватности математической мо-
дели для ее описания; 

• прогнозирование развития изучаемого процесса на осно-
ве имеющегося временного ряда; 

• исследование взаимосвязи между различными времен-
ными рядами. 

Среди наиболее распространенных методов анализа времен-
ных рядов выделим корреляционный и спектральный анализ, моде-
ли авторегрессии и скользящей средней. О некоторых из них речь 
пойдет ниже. 

Если выборка y1, y2,…, yi,…, yn рассматривается как одна из 
реализаций случайной величины Y, временной ряд y1, y2,…, yi,…, yn
рассматривается как одна из реализаций (траекторий) случайно-
го процесса1 Y(t). Вместе с тем следует иметь в виду принципи-
альные отличия временного ряда yt (t = 1,2,…, n) от последова-
тельности наблюдений y1, y2,…, yn, образующих случайную вы-
борку. Во-первых, в отличие от элементов случайной выборки 
члены временного ряда, как правило, не являются статистиче-
ски независимыми. Во-вторых, члены временного ряда не яв-
ляются одинаково распределенными. 

6.2. Стационарные временные ряды
и их характеристики. Автокорреляционная функция 

Важное значение в анализе временных рядов имеют с т а -
ц и о н а р н ы е  временные ряды, вероятностные свойства ко-

                                         
1 Случайным процессом (или случайной функцией) Y(t) неслучайного аргумента t
называется функция, которая при любом значении t является случайной вели-
чиной.
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торых не изменяются во времени. Стационарные временные ря-
ды применяются, в частности, при описании случайных состав-
ляющих анализируемых рядов. 

Временной ряд yt (t = 1,2,…, n) называется строго стационар-

ным (или стационарным в узком смысле), если совместное рас-
пределение вероятностей n наблюдений y1, y2,…, yn такое же, 

как и n наблюдений y1 + �, y2 + �,…., yn+�
 при любых n, t и �. Дру-

гими словами, свойства строго стационарных1 рядов yt не зави-
сят от момента t, т. е. закон распределения и его числовые ха-
рактеристики не зависят от t. Следовательно, математическое 
ожидание ay(t) = a, среднее квадратическое отклонение 

( ) �=� t
y

 могут быть оценены по наблюдениям yt (t = 1,2,…, n)

по формулам: 

                             
n

y

y

n

t

t

t

�

=

=

1 ; (6.2)

                              

( )

n

yy

s

n

t

tt

t

�

=

−

=

12 . (6.3)

Простейшим примером стационарного временного ряда, у ко-

торого математическое ожидание равно нулю, а ошибки �t некорре-

лированы, является «белый шум». Следовательно, можно сказать, 
что возмущения (ошибки) �t в классической линейной регрессионной 

модели образуют белый шум, а в случае их нормального распреде-
ления — нормальный (гауссовский) белый шум.

Степень тесноты связи между последовательностями наблю-

дений временного ряда y1, y2,…, yn и y1+�, y2+�
,…, yn+� (сдвинутых 

относительно друг друга на � единиц, или, как говорят, с лагом �)
может быть определена с помощью коэффициента корреляции 

      
( )

( )( )[ ]

( ) ( )

( )( )[ ]

2

�

−−

=

�+��

−−

=�
�+�+

�

ayayM

tt

ayayM
tt

xx

tt , (6.4)

ибо                 М(y
t
)= М(yt+�

)=a, �y (t) = �y (t+�)=�.

                                         
1 Наряду со строго стационарными временными рядами (в узком смысле) в 

эконометрике рассматриваются стационарные ряды (в широком смысле), в кото-

рых требование неизменности при любых n, t и � распространяется лишь на 

числовые характеристики указанного распределения. 
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Так как коэффициент ( )��  измеряет корреляцию между чле-

нами одного и того же ряда, его называют коэффициентом авто-

корреляции, а зависимость ( )��  — автокорреляционной функцией.

В силу стационарности временного ряда yt (t = 1,2,…, n) авто-
корреляционная функция ( )��  зависит только от лага �, причем 

( ) ( )��=�−� , т. е. при изучении ( )��  можно ограничиться рас-

смотрением только положительных значений �.
Статистической оценкой ( )��  является выборочный коэффи-

циент автокорреляции r(�), определяемый по формуле коэффи-
циента корреляции (3.20), в которой xi= yt, yi= yt+�

, a n заменя-
ется на n — �:
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r (6.5)

Функцию r(�) называют выборочной автокорреляционной 
функцией, а ее график — коррелограммой.

При расчете r(�) следует помнить, что с увеличением � число 
n – � пар наблюдений yt, yt+�

 уменьшается, поэтому лаг � должен 
быть таким, чтобы число n – � было достаточным для определе-
ния r(�). Обычно ориентируются на соотношение .4/n��

Для с т а ц и о н а р н о г о  временного ряда с увеличением 
лага � взаимосвязь членов временного ряда yt и yt+�

 ослабевает и 
автокорреляционная функция ( )��  должна убывать (по абсо-

лютной величине). В то же время для ее выборочного (эмпири-
ческого) аналога r(�), особенно при небольшом числе пар наблю-
дений n – �, свойство монотонного убывания (по абсолютной 
величине) при возрастании � может нарушаться. 

Наряду с автокорреляционной функцией при исследовании 
стационарных временных рядов рассматривается частная авто-

корреляционная функция ( )��
����

, где ( )��
����

есть частный коэф-

фициент корреляции между членами временного ряда yt и yt+�
, т. е. 

коэффициент корреляции между yt и yt+�
 при устранении (эли-

минировании) влияния промежуточных (между yt и yt+�
) членов.

Статистической оценкой ( )��
����

 является выборочная част-

ная автокорреляционная функция ( )�
����

r , где ( )�
����

r  — выбороч-
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ный частный коэффициент корреляции, определяемый по форму-
ле (5.21) или (5.22). Например, выборочный частный коэффи-
циент автокорреляции 1-го порядка между членами временного 
ряда yt и yt+2 при устранении влияния yt+1 может быть вычислен 
по формуле (5.22):

             ,

)2,1(1)1(1

)2,1()1()2(

)2(

22

1.02����

rr

rrr

rr

−−

−

== (6.6)

где r(1), r(1,2), r(2) — выборочные коэффициенты автокорреля-
ции между yt � yt+1, yt+1 и yt+2, yt и yt+2, t=1,…, n.

� Пример 6.1. По данным табл. 6.1 для временного ряда yt
найти среднее значение, среднее квадратическое отклонение, 
коэффициенты автокорреляции (для лагов �=1;2) и частный ко-
эффициент автокорреляции 1-го порядка. 

Р е ш е н и е. Среднее значение временного ряда находим по 
формуле (6.2):

( )��.88,296

8

361...171213

=

+++

=
t
y .

Дисперсию и среднее квадратическое отклонение можно вы-
числить по формуле (6.3), но в данном случае проще использо-
вать соотношение 

;61,434388,29638,92478
2222

=−=−=

ttt
yys

( )��.31,6561,4343 ==

t
s .

где         38,47892

8
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==
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t
.

Найдем коэффициент автокорреляции r(�) временного ряда 
(для лага � = 1), т. е. коэффициент корреляции между последо-
вательностями семи пар наблюдений yt и yt+1 (t = 1,2,…,7): 

yt 213 171 291 309 317 362 351 

yt+�
 171 291 309 317 362 351 361 

Вычисляем необходимые суммы: 

�

=

7

1t

t
y =213+171+…+351=2014; 

�

=

7

1

2

t

t
y =2132+1712+…+3512=609 506; 
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�

=

�+

7

1t

t
y =171+291+…+361=2162; 

�

=

�+

7

1

2

t

t
y =1712+2912+…+3612=694 458; 

�

=

�+

7

1t

tt
yy =213•171+171•291+…+351•361=642 583. 

Теперь по формуле (6.5) коэффициент автокорреляции 

.725,0

2162458694720145066097

216220145836427

)1(

22

=

−�−�

�−�

=r

Коэффициент автокорреляции r(2) для лага � = 2 между чле-
нами ряда yt и yt+2 (t = 1,2,…,6) по шести парам наблюдений вы-
числяем аналогично: r(2)=0,842. 

Для определения частного коэффициента корреляции 1-го 
порядка rчаст(2) = r02.1 между членами ряда yt и yt+2 при исклю-
чении влияния yt+1 вначале найдем (по аналогии с предыдущим) 
коэффициент автокорреляции r(1,2) между членами ряда yt+1 и
yt+2: r = (1,2)=0,825, а затем вычислим rчаст (2) по формуле (6.6):

.627,0

825,01725,01

825,0725,0842,0

)2(

22

1.02����
=

−−

�−

== rr �

Знание автокорреляционных функций r(�) и rчаст(�) может 
оказать существенную помощь при подборе и идентификации 
модели анализируемого временного ряда и статистической 
оценке его параметров (см. об этом дальше). 

6.3. Аналитическое выравнивание (сглаживание)
временного ряда (выделение неслучайной  

компоненты)

Как уже отмечено выше, одной из важнейших задач иссле-
дования экономического временного ряда является выявление 
основной тенденции изучаемого процесса, выраженной неслучай-
ной составляющей f(t) (тренда либо тренда с циклической или 
(и) сезонной компонентой). 
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Для решения этой задачи вначале необходимо выбрать вид 
функции f(t). Наиболее часто используются следующие функции: 

линейная  —  f( t) = b0+b1t;
полиномиальная  —  f( t) = b0+b1t+b2t

2+…+bnt
n ;

экспоненциальная  —  f( t) tbb

e
10

+

= ;

логистическая  —  f( t) ;

1
ct

be

a

−

+

=

Гомперца  —  ( ) t

c
bratf −=log , где 0 < r <1. 

Это весьма ответственный этап исследования. При выборе 
соответствующей функции f(t) используют содержательный ана-
лиз (который может установить характер динамики процесса), 
визуальные наблюдения (на основе графического изображения 
временного ряда). При выборе полиномиальной функции может 
быть применен метод последовательных разностей (состоящий в 

вычислении разностей первого порядка 
1−

−=�
ttt
yy , второго 

порядка 
1

)2(

−

�−�=�
ttt

 и т. д.), и порядок разностей, при кото-

ром они будут примерно одинаковыми, принимается за степень 
полинома.  

Из двух функций предпочтение обычно отдается той, при 
которой меньше сумма квадратов отклонений фактических дан-
ных от расчетных на основе этих функций. Но этот принцип 
нельзя доводить до абсурда: так, для любого ряда из n точек 
можно подобрать полином (n–1)-й степени, проходящий через 
все точки, и соответственно с минимальной — нулевой — сум-
мой квадратов отклонений, но в этом случае, очевидно, не сле-
дует говорить о выделении основной тенденции, учитывая слу-
чайный характер этих точек. Поэтому при прочих равных усло-
виях предпочтение следует отдавать более простым функциям. 

Для выявления основной тенденции чаще всего используется 
метод наименьших квадратов, рассмотренный в гл. 3. Значения 
временного ряда yt рассматриваются как зависимая переменная, 
а время t — как объясняющая: 

                                yt= f( t)+
t
� , (6.7)

где
t
�  — возмущения, удовлетворяющие основным предпосылкам 

регрессионного анализа, приведенным в § 3.4, т. е. представляю-
щие независимые и одинаково распределенные случайные величи-
ны, распределение которых предполагаем нормальным. 
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Напомним, что согласно методу наименьших квадратов па-
раметры прямой1

tbbtfy
t 10

)(€ +==  находятся из системы нор-

мальных уравнений (3.5), в которой в качестве xi берем t:
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(6.8)

Учитывая, что значения переменной t = 1,2,…n образуют на-

туральный ряд чисел от 1 до n, суммы �
=

n

t

t

1

, 2

1

�

=

n

t

t  можно выразить 

через число членов ряда n по известным в математике формулам: 
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� Пример 6.2.
По данным табл. 6.1 найти уравнение неслучайной составляю-

щей (тренда) для временного ряда yt, полагая тренд линейным. 
Р е ш е н и е. По формуле (6.9)
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Далее 
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1t

t
y =213+171+…+361=2375;  

�
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8

1

2

t

t
y =2132+1712+…+3612=739 827; 

�

=

8

1t

t
ty =213•1+171•2+…+361•8=11 766. 

Система нормальных уравнений (6.8) имеет вид: 
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,7661120436

,2375368
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1 В случае, если функция f(t) нелинейная и не представляется возможным при-
менить методы линеаризации модели (§ 5.5), то параметры тренда находят из 
соответствующих (в зависимости от вида функции f(t)) систем нормальных урав-
нений, которые здесь не приводятся (см., например, [25]), либо с помощью спе-
циальных процедур оценивания. 
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откуда b0 = 181,32; b1 = 25,679 и уравнение тренда �ty  = 181,32 + 

+ 25,679t (рис 6.1), т. е. спрос ежегодно увеличивается в среднем 
на 25,7 ед. 

При решении задачи можно было не выписывать систему 
нормальных уравнений, а представить уравнение регрессии в 
виде (3.12), т. е. �ty – y =b1(t– t ), где 

n

y

y

n

n

t

t

n

t

t

n

t

��

==

=

+

==

11

,

2

1

,

а коэффициент регрессии b1 найти по формуле (3.13):

2
2

1

tt

tyty

b
tt

−

−

= ,

где

( ) ( )( )/6.1+21+=;2/+1=

;/=;/

2

11

nntnt

nyyntyty

n

t

tt

n

t

tt ��

==

=

Проверим значимость полученного уравнения тренда по  
F-критерию на 5%-ном уровне значимости. Вычислим с помо-
щью формулы (3.40) суммы квадратов: 

а) обусловленную регрессией — 

( ) ( )

2

2
2

12 2 2

1 1

1 1 1

2

2
36

25 679 204 27695 3

8

�

, , ;

n

n n n
t

R t t

t t t

t

Q y y b t t b t
n

=

= = =

� �
� �

� �
� �

� �� �
= − = − = − =

� �

� �

� �

� �

� �

= − =� �

� �

�

� � �

б) общую — 

( )

;9,74834

8

2375

827739

2

2

1

1

2
2

1

=−=

=

�

�

�

�

�

�

−=−=

�

��
=

==

n
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yyyQ

n

t

t

n

t

t
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t
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в) остаточную— 

                          Qe=Q – QR=34 748,9–27 695,3=7053,6. 

Найдем по формуле (3.44) значение статистики: 

                      
( )

.56,23

6,7053

63,695272

=

�

=

−

=

e

R

Q

nQ

F

Так как F > F0,05;1;6 (см. табл. IV приложений), то уравнение 
тренда значимо. �

При применении метода наименьших квадратов для оценки 
параметров экспоненциальной, логистической функций или 
функции Гомперца возникают сложности с решением получае-
мой системы нормальных уравнений, поэтому предварительно, 
до получения соответствующей системы, прибегают к некото-
рым преобразованиям этих функций (например, логарифмиро-
ванию и др.) (см. § 5.5).

Другим методом выравнивания (сглаживания) временного 
ряда, т. е. выделения неслучайной составляющей, является ме-
тод скользящих средних. Он основан на переходе от начальных 
значений членов ряда к их средним значениям на интервале 
времени, длина которого определена заранее. При этом сам вы-
бранный интервал времени «скользит» вдоль ряда. 

Получаемый таким образом ряд скользящих средних ведет 
себя более гладко, чем исходный ряд, из-за усреднения откло-
нений ряда. Действительно, если индивидуальный разброс зна-
чений члена временного ряда yt около своего среднего (сгла-
женного) значения a характеризуется дисперсией ,

2

�  то разброс 

средней из m членов временного ряда ( ) myyy
m

/...
21

+++  около 

того же значения a будет характеризоваться существенно мень-
шей величиной дисперсии, равной m

2

� . Для усреднения могут 

быть использованы средняя арифметическая (простая и с неко-
торыми весами), медиана и др. 

� Пример 6.3. Провести сглаживание временного ряда yt по 
данным табл. 6.1 методом скользящих средних, используя про-
стую среднюю арифметическую с интервалом сглаживания 
m = 3 года. 

Р е ш е н и е. Скользящие средние находим по формуле: 
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m

y

y

pt

pti

i

t

�

+

−=

=

~ , (6.10)

когда m = (2p – 1)— нечетное число; при m = 3 p = 1. 
Например, при t=2 по формуле (6.10):

( ) ( ) ( )��.225291171213

3

1

3

1
~

3212
=++=++= yyyy ;

при t =3  

( ) ( ) ( )��.0,241309291171

3

1

3

1
~

4323
=++=++= yyyy  и т. д. 

В результате получим сглаженный ряд: 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 

t
y
~ — 225,0 241,0 305,7 329,3 336,3 358,0 — 

На рис. 6.1 этот ряд изображен графически в виде пунктир-
ной линии. �

6.4. Прогнозирование на основе моделей

временных рядов 

Одна из важнейших задач (этапов) анализа временного (ди-
намического) ряда, как отмечено выше, состоит в п р о г н о -
з и р о в а н и и  на его основе развития изучаемого процесса.
При этом исходят из того, что тенденция развития, установлен-
ная в прошлом, может быть распространена (экстраполирована) 
на будущий период. 

Задача ставится так: имеется временной (динамический) ряд 
( )nty

t
,...,2,1=  и требуется дать прогноз уровня этого ряда на 

момент n+�.
Выше, в § 3.5, 4.2, 4.5, мы рассматривали точечный и интерваль-

ный прогноз значений зависимой переменной Y, т. е. определение то-

чечных и интервальных оценок Y, полученных для парной и множест-
венной регрессий для значений объясняющих переменных Х, рас-
положенных вне пределов обследованного диапазона значений X.

Если рассматривать временной ряд как регрессионную модель 
изучаемого признака по переменной «время», то к нему могут быть 
применены рассмотренные выше методы анализа. Следует, однако, 
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вспомнить, что одна из основных предпосылок регрессионного 

анализа состоит в том, что возмущения ( )nt
t

,...,2,1=�  представля-

ют собой независимые случайные величины с математическим 
ожиданием (средним значением), равным нулю. А при работе с 
временными рядами такое допущение оказывается во многих слу-
чаях неверным (см. об этом гл. 7, 8). 

В данной главе мы полагаем, что возмущения �t (t = 1,…, n)
удовлетворяют предпосылкам регрессионного анализа, т. е. усло-
виям нормальной классической регрессионной модели (§ 3.4). 

� Пример 6.4. По данным табл. 6.1 дать точечную и с на-
дежностью 0,95 интервальную оценки прогноза среднего и ин-
дивидуального значений спроса на некоторый товар на момент 
t = 9 (девятый год). (Полагаем, что тренд линейный, а возмуще-
ния удовлетворяют требованиям классической модели (см. 
дальше, пример 7.8.)

Р е ш е н и е. Выше, в примере 6.2, получено уравнение рег-

рессии 181 32 25 679� , ,ty t= + , т. е. ежегодно спрос на товар увели-

чивался в среднем на 25,7 ед. Надо оценить условное математиче-

ское ожидание )9()(
9

yYM
t

=

=

. Оценкой )9(y  является групповая 

средняя 

9
181 32 25 679 9 412 4 ��.).� , , , (ty =

= + � =

Найдем по формуле (3.26) оценку s2 дисперсии 2

�  (см. далее, 
табл. 7.1): 

.5,1176

28

2,7059

2

1

2

2

=

−

=

−

=

�

=

n

e

s

n

t

t

Вычислим оценку дисперсии групповой средней по формуле (3.33):

( )

9

2

2

9 4 51

1176 5 714 3

8 42

�

,
, , ;

ty
s

=

� �−

� �= + =

� �

� �

9

714 3 26 73 ��.
�

, , ( )
ty

s
=

= =

(здесь мы использовали данные, полученные в примере 6.2:

8

36
1

==

�

=

n

t

t

n

t =4,5;
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( ) ).42

8

36

204

2

2

8

1

1

2

2

1

=−=

�

�

�

�

�

�

−=−

�

��
=

==

n

t

ttt

t

n

t

n

t

По табл. II приложений t0,95;6=2,45. Теперь по формуле 
(3.34) интервальная оценка прогноза среднего значения спроса:  

412,4–2,45•26,73 ( ) 73,2645,24,4129 �+�� y ,

или                      346,9 ( ) ( )��.9,4779 �� y .

Для нахождения интервальной оценки прогноза индивиду-
ального значения y

�(9) вычислим дисперсию его оценки по 
формуле (3.35):

( )

9
0

2

2

9 4 51

1176 5 1 1890 8

8 42

�

,
, , ;

ty
s

=

� �−

� �= + + =

� �

� �

9
0

43 48 ��.
�

, ( ),
ty

s
=

=

а затем по формуле (3.36) — саму интервальную оценку для ( )9
*

y :

412,4–2,45•43,48 � ( )9�y � 412,4+2,45•43,48, 

или                   305,9 � ( )9�y � 518,9 (ед.). 

Итак, с надежностью 0,95 среднее значение спроса на товар на 
девятый год будет заключено от 346,9 до 477,9 (ед.), а его индиви-
дуальное значение — от 305,9 до 518,9 (ед.).�

Прогноз развития изучаемого процесса на основе экстрапо-
ляции временных рядов может оказаться эффективным, как 
правило, в рамках краткосрочного, в крайнем случае, среднесроч-
ного периода прогнозирования. 

6.5. Понятие об авторегрессионных моделях

и моделях скользящей средней 

Для данного временного ряда далеко не всегда удается по-
добрать адекватную модель, для которой ряд возмущений �t будет 

удовлетворять основным предпосылкам регрессионного анализа. До 
сих пор мы рассматривали модели вида (6.7), в которых в каче-
стве регрессора выступала переменная t — «время». В экономет-
рике достаточно широкое распространение получили и другие 
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регрессионные модели, в которых регрессорами выступают лаго-

вые переменные, т. е. переменные, влияние которых в экономет-

рической модели характеризуется некоторым запаздыванием. Еще 
одним отличием рассматриваемых в этом параграфе регресси-
онных моделей является то, что представленные в них объяс-
няющие переменные являются величинами случайными. (Под-
робнее об этих моделях см. гл. 8.)

Авторегрессионная модель р-го порядка (или модель AR (р))
имеет вид: 

     ),...,2,1(...
22110

ntyyyy
tptpttt

=�+�++�+�+�=
−−−

, (6.11)

где
p

��� ,...,,

10
 — некоторые константы. 

Она описывает изучаемый процесс в момент t в зависимости 
от его значений в предыдущие моменты t – 1, t – 2,…, t – p.

Если исследуемый процесс yt в момент t определяется его 
значениями только в предшествующий период t – 1, то рассматри-
вают авторегрессионную модель 1-го порядка (или модель AR (1) — 
марковский случайный процесс):

                   
ttt

yy �+�+�=
−110

,  (t = 1,2,…, n). (6.12)

� Пример 6.5. В таблице представлены данные, отражающие 
динамику курса акций некоторой к�мпании (ден. ед.): 

Т а б л и ц а  6.2 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

yt 971 1166 1044 907 957 727 752 1019 972 815 823 

t 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

yt 1112 1386 1428 1364 1241 1145 1351 1325 1226 1189 1213 

Используя авторегрессионную модель 1-го порядка, дать то-
чечный и интервальный прогноз среднего и индивидуального 
значений курса акций в момент t = 23, т. е. на глубину один ин-
тервал.
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Р е ш е н и е. Попытка подобрать к данному временному ря-
ду адекватную модель вида (6.7) с линейным или полиномиаль-
ным трендом оказывается бесполезной. 

В соответствии с условием применим авторегрессионную мо-
дель (6.12). Получим (аналогично примеру 6.2)

                              
1

284 0 0 7503� , , .t ty y
−

= + (6.13)

Найденное уравнение регрессии значимо на 5%-ном уровне 
по F-критерию, так как фактически наблюдаемое значение ста-
тистики F = 24,32 > F0,05;1;19 = 4,35. Можно показать (например, 
с помощью критерия Дарбина—Уотсона) (см. далее, § 7.7)), что 
возмущения (ошибки) �t в данной модели удовлетворяют усло-
виям классической модели и для проведения прогноза могут 
быть использованы уже изученные нами методы. 

Вычисления, аналогичные примеру 6.3, дают точечный про-
гноз по уравнению (6.13):

23
284 0 0 7503 1213 1194 1� , , ,ty =

= + � =

и интервальный на уровне значимости 0,05 для среднего и ин-
дивидуального значений —  

1,15091,879;6,13416,1046
2323

0

����
�

== tt
yy .

Итак, с надежностью 0,95 среднее значение курса акций дан-
ной компании на момент t = 23 будет заключено в пределах от 
1046,6 до 1341,6 (ден. ед.), а его индивидуальное значение — от 
879,1 до 1509,1 (ден. ед.). �

Наряду с авторегрессионными моделями временных рядов в 
эконометрике рассматриваются также модели скользящей средней1,
в которой моделируемая величина задается линейной функцией 
от возмущений (ошибок) в предыдущие моменты времени. 

Модель скользящей средней q-го порядка (или модель2 МА (q)), 
имеет вид: 

                   
qtqtttt

y
−−−

��++��+��+�= ...

2211
. (6.14) 

В эконометрике используются также комбинированные мо-
дели временных рядов AR и MA.

                                         
1 Термин «скользящая средняя» не следует путать с аналогичным термином, ис-
пользуемым в технике сглаживания временных рядов (§ 6.2). 
2 «МА» — от английских слов «moving average» — скользящая средняя. 
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Авторегресссионная модель скользящей средней порядков p и q
соответственно (или модель ARMA (p, q)) имеет вид: 

     
qtqttptptt

yyy
−−−−

��++��+�+�++�+�= ......

11110
. (6.15) 

В заключение этой главы отметим, что использование соот-
ветствующих авторегрессионных моделей для прогнозирования 
экономических показателей, т. е. автопрогноз на базе рассмот-
ренных моделей, может оказаться весьма эффективным (как пра-
вило, в краткосрочной перспективе). 

Упражнения

В примерах 6.6—6.8 имеются следующие данные об урожай-
ности озимой пшеницы yt (ц/га) за 10 лет: 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

yt 16,3 20,2 17,1 7,7 15,3 16,3 19,9 14,4 18,7 20,7 

6.6. Найти среднее значение, среднее квадратическое откло-
нение и коэффициенты автокорреляции (для лагов � = 1;2) вре-
менного ряда. 

6.7. Найти уравнение тренда временного ряда yt, полагая, что 
он линейный, и проверить его значимость на уровне 0,05. 

6.8. Провести сглаживание временного ряда yt методом 
скользящих средних, используя простую среднюю арифметиче-
скую с интервалом сглаживания: а) m = 3; б) m = 5. 

6.9. В таблице представлены данные, отражающие динамику 
роста доходов на душу населения yt (ден. ед.) за восьмилетний 
период: 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 

yt 1133 1222 1354 1389 1342 1377 1491 1684 

Полагая, что тренд линейный и условия классической моде-
ли выполнены: 

а) найти уравнение тренда и оценить его значимость на 
уровне 0,05; 

б) дать точечный и с надежностью 0,95 интервальный про-
гнозы среднего и индивидуального значений доходов на девя-
тый год. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



 150

Глава 7

Обобщенная линейная модель.
Гетероскедастичность и автокорреляция 

остатков

При моделировании реальных экономических процессов мы 
нередко сталкиваемся с ситуациями, в которых условия класси-
ческой линейной модели регрессии оказываются нарушенными. 
В частности, могут не выполняться предпосылки 3 и 4 регресси-
онного анализа (см. (3.24) и (3.25)) о том, что случайные воз-
мущения (ошибки) модели имеют постоянную дисперсию и не 
коррелированы между собой. Для линейной множественной мо-
дели эти предпосылки означают (см. § 4.2), что ковариационная 
матрица вектора возмущений (ошибок) � имеет вид: 

� �=
� n

�
2 . 

В тех случаях, когда имеющиеся статистические данные дос-

таточно однородны, допущение � �=
� n

�
2  вполне оправдано. 

Однако в других ситуациях оно может оказаться неприемлемым. 
Так, например, при использовании зависимости расходов на 
потребление от уровня доходов семей можно ожидать, что в бо-
лее обеспеченных семьях вариация расходов выше, чем в мало-
обеспеченных, т. е. дисперсии возмущений не одинаковы. При 
рассмотрении временных рядов мы, как правило, сталкиваемся 
с ситуацией, когда наблюдаемые в данный момент значения за-
висимой переменной коррелируют с их значениями в предыду-
щие моменты времени, т. е. наблюдается корреляция между 
возмущениями в разные моменты времени. 

7.1. Обобщенная линейная модель  
множественной регрессии 

Обобщенная линейная модель множественной регрессии (Genera-

lized Linear Multiple Regression model) 

                                  �+�= XY , (7.1) 
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в которой переменные и параметры определены так же, как в 
§ 4.1, описывается следующей с и с т е м о й  с о о т н о ш е -
н и й  и у с л о в и й: 

1. � — случайный вектор; Х — неслучайная (детерминиро-
ванная) матрица; 

2. М (�)=0
n
; 

3. ( ) �=���=� �

� , где � — положительно определенная 

матрица; 
4. r(X) = p+1<n,

где p — число объясняющих переменных; n— число наблюдений. 
Сравнивая обобщенную модель с классической (§ 4.2), ви-

дим, что она отличается от классической только  в и д о м  
к о в а р и а ц и о н н о й  м а т р и ц ы: вместо � �=

� n

E
2 для 

классической модели имеем � �=
�

 для обобщенной. Это озна-

чает, что в отличие от классической, в обобщенной модели кова-
риации и дисперсии объясняющих переменных могут быть произ-
вольными. В этом состоит суть обобщения регрессионной модели. 

Для оценки параметров модели (7.1) можно применить 
обычный метод наименьших квадратов. 

Оценка ( ) ,

1

Y���b ��=

−

 полученная ранее и определенная со-

отношением (4.8), остается справедливой и в случае обобщенной 
модели. Оценка b по-прежнему несмещенная (доказательство 
точно такое же, как приведенное в § 4.2) и состоятельная. 

Однако полученная ранее формула для ковариационной мат-
рицы вектора оценок �

b

оказывается неприемлемой в условиях 

обобщенной модели. 
Действительно, учитывая (4.15), получим для обобщенной 

модели  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ,)(
1

111

*

−

−−−

����=������=� �������������

b

 (7.2) 

в то время как для классической модели имели по формуле (4.16) 

                              ( )�

−

��=

1
2

��

b

. (7.3) 

Найдем математическое ожидание остаточной суммы квадратов 

ee�

n

i

i

�=�

=1

2 . Используя преобразования, аналогичные приведен-

ным в § 4.4, можно показать1, что для обобщенной модели 

                     ( ) ]))([(tr
1

���−=�
−

XXXXE���
n

, (7.4) 

                                          
1

 ��., ������	�, [2] �
� [18]. 
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т. е. в соответствии с (4.21) 

          ( ) ,

1

]))([(tr

1

1

2

−−

���−

=
�
�

�

�

�
�

�

	

−−

�

=

−

pn

XXXXE

pn

ee

Ms�
n  (7.5) 

где символ tr означает след соответствующей матрицы (§ 11.2). 
Следовательно, если в качестве оценки ковариационной 

матрицы �
b

 в соотношении (7.3) заменить �2 на s2, т. е. взять 

матрицу 12

)(
−

�=� XXs

b

, то ее математическое ожидание 

( ) ( ) ( )

1

1
2 1

1

tr[( ( ) ) ]
( )�

n

b

E X X X X
� � s X X � �

n p

−

−

−

� �− �

� �= =

− −

�  (7.6) 

в общем случае не совпадает с ковариационной матрицей, опреде-
ленной соотношением (7.2). Это означает, что обычный метод наи-
меньших квадратов в обобщенной линейной регрессионной модели дает 

смещенную оценку ковариационной матрицы �
b

 вектора оценок b. 

Оценка b, определенная по (4.8), хотя и будет состоятельной, 
но не будет оптимальной в смысле теоремы Гаусса—Маркова. 
Для получения наиболее эффективной оценки нужно использо-
вать другую оценку, получаемую так называемым обобщенным 
методом наименьших квадратов. 

7.2. Обобщенный метод наименьших квадратов 

Вопрос об эффективности линейной несмещенной оценки 
вектора � для обобщенной регрессионной модели решается с 
помощью следующей теоремы. 

Теорема Айткена. В классе линейных несмещенных оценок век-
тора � для обобщенной регрессионной модели оценка 

                   Y���b
111

)(
−−−�

����=  (7.7) 

имеет наименьшую ковариационную матрицу. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Убедимся в том, что оценка b* яв-

ляется несмещенной. Учитывая (7.1), представим ее в виде: 

       
( )

=�����+�����=

=�+�����=

−−−−−−

−−−�

111111

111

)()()(

)(

�������

����b

 

         .)(
111

�����+�=
−−−

���  (7.8) 
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Математическое ожидание оценки �

b , т. е. ( ) �=
�

bM , ибо 

( ) ,0=��  т. е. оценка �

b есть несмещенная оценка �. 

Для доказательства оптимальных свойств оценки �

b  преоб-
разуем исходные данные — матрицу X, вектор Y и возмущение � 
к виду, при котором выполнены требования классической моде-
ли регрессии. 

Из матричной алгебры известно, что всякая невырожденная 
симметричная (n½n) матрица А допускает представление в виде 
A=PP �, где P — некоторая невырожденная (n½n) матрица. 

Поэтому существует такая невырожденная (n½n) матрица P, что 

                                       PP �=�  (7.8�) 

(представление матрицы � в виде (7.8�) не единственно, но для 
нас это не имеет значения). 

Учитывая свойства обратных квадратных матриц, т. е. 

( ) 11
1

−−

−

= ABAB и ( ) ( )
�

=�
−

−

1
1

PP , это означает, что 

                               ( ) 111 −−−

�
=� PP . (7.9) 

Заметим, что если обе части равенства (7.8�) умножить слева 
на матрицу P–1, а справа — на матрицу (P �)–1=(P–1)�, то в про-
изведении получим единичную матрицу. 

Действительно, 

,)()()()()(
111111

n

EPPPPPPPPPP =��=��=��
−−−−−−  

т. е.                             ( )
n

EPP =

�

�
−− 11 . (7.10) 

Теперь, умножив обе части обобщенной регрессионной мо-
дели Y = X�+� на матрицу P–1 слева, получим 

                                              Y
*
=X

*
�+�

*
, (7.11) 

где                                 Y
*
=P–1Y, X

*
=P–1 X, �

*
=P–1

�. (7.12) 

Убедимся в том, что модель (7.11) удовлетворяет всем требова-
ниям классической линейной модели множественной регрессии (§ 4.2): 

( ) ( ) ( ) ,0
11

=�=�=�

−−

�

MPPMM  ибо ;0)( =�M  

( ) ( )( ) ( )

( )
n

EPPPMP

PPMPPM�

=
�

�=����=

=
��

�

�	


 �
���=

��

�

�	


 �
���=���=

−−−−

−−−−

����
�

1111

1111

))((

 

(учитывая (7.10)); 
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r(X)=p + 1 < n (так как матрица Р — невырожденная). 
Следовательно, на основании теоремы Гаусса—Маркова 

наиболее эффективной оценкой в классе всех линейных несме-
щенных оценок является оценка (4.8), т. е. 

                              b* = ( )
��

−

��

�� YXXX

1

. (7.13) 

Возвращаясь к исходным наблюдениям X и Y и учитывая 
(7.9), получим 

,)()(])([

)()]()[(

11111111

11111

YXXXYPPXXPPX

YPXPXPXPb

−−−−−−−−

−−−−−�

����=����=

=��=

 

т. е. выражение (7.7), что и требовалось доказать. 
Нетрудно проверить, что в случае классической модели, т. е. 

при выполнении предпосылки � �=�=

�

n

E
2 , оценка обобщен-

ного метода наименьших квадратов b* (7.7) совпадает с оценкой 
«обычного» метода b (4.8). 

При выполнении предпосылки 5 о нормальном законе рас-
пределения вектора возмущений � можно убедиться в том, что 
оценка b* обобщенного метода наименьших квадратов для пара-
метра � при известной матрице � совпадает с его оценкой, полу-
ченной методом максимального правдоподобия. 

В соответствии с (4.3) оценка ( )
**

1

**

*

Y���b ��=

−

 является 

точкой минимума по b остаточной суммы квадратов  

( ) ( )�

=

����

−

�

−=�==

n

i

i
bXYbXYeeeS

1

***

2 .

Переходя к исходным наблюдениям, 

   
( ) ( )=−�

�
−=−��−=

=−�−=

−−−

−−

XbYXbYXbYPPXbY

XbYPXbYPS

111

11

())()(

)]([]([

 

                             ,

1

ee

−

��=  (7.14) 

т. е. оценка b* обобщенного метода наименьших квадратов может 

быть определена как точка минимума обобщенного критерия ee

1−

��

(7.14).

Следует отметить, что для обобщенной регрессионной моде-
ли, в отличие от классической, коэффициент детерминации, 
вычисленный по формуле (4.33�) 
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( ) ( )

( ) ( )YYYY

XbYXbY

R

−�−

−�−

−=

��

1
2  (7.15) 

(где b* — оценка обобщенного метода наименьших квадратов 
(7.7)), не является удовлетворительной мерой качества модели. 
В общем случае R2 может выходить даже за пределы интервала 
[0;1], а добавление (удаление) объясняющей переменной не обя-
зательно приводит к его увеличению (уменьшению).  

Причина состоит в том, что разложение общей суммы квад-
ратов Q на составляющие QR и Qe (см. § 4.6) выводилось в 
предположении наличия свободного члена в обобщенной моде-
ли. Однако, если в исходной модели (7.1) содержится свобод-
ный член, то мы не можем гарантировать его присутствие в 
преобразованной модели (7.11). Поэтому коэффициент детерми-
нации R2 в обобщенной модели может использоваться лишь как 
весьма приближенная характеристика качества модели. 

В заключение отметим, что для применения обобщенного 
метода наименьших квадратов необходимо знание ковариаци-
онной матрицы вектора возмущений �, что встречается крайне 
редко в практике эконометрического моделирования. Если же 
считать все n(n+1)/2 элементов симметричной ковариационной 
матрицы � неизвестными параметрами обобщенной модели (в 
дополнении к (р+1) параметрам �j), то общее число параметров 
значительно превысит число наблюдений n, что сделает оценку 
этих параметров неразрешимой задачей. Поэтому для практиче-
ской реализации обобщенного метода наименьших квадратов 
необходимо вводить дополнительные условия н а  с т р у к -
т у р у  м а т р и ц ы  �. Так мы приходим к практически реали-
зуемому (или доступному) обобщенному методу наименьших квад-
ратов, рассматриваемому в § 7.11. 

Далее рассмотрим наиболее важные и часто встречающиеся 
виды структур матрицы �. 

7.3. Гетероскедастичность пространственной  

выборки 

Как уже отмечалось выше, равенство дисперсий возмущений 
(ошибок) регрессиии �i (гомоскедастичность) является сущест-
венным условием линейной классической регрессионной моде-

ли множественной регрессии, записываемым в виде � �=
� n

E
2 . 
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Однако на практике это условие нередко нарушается, и мы име-
ем дело с гетероскедастичностью модели. 

Предположим, что необходимо изучить зависимость размера 
оплаты труда Y (в усл. ден. ед.) сотрудников фирмы от разряда 
X, принимающего значения от 1 до 10. Получены n = 100 пар 
наблюдений (xi, yi). График зависимости переменной Y от номе-
ров наблюдений, упорядоченных по возрастанию уровня значе-
ний объясняющей переменной X, показан на рис. 7.1. 

200

400

600

800

0 20 40 60 80

Y

X

Рис. 7.1 

Из рис. 7.1 отчетливо видно, что вариация размера оплаты 
труда сотрудников высоких уровней значительно превосходит 
его вариацию для сотрудников низких уровней. Следовательно, 
мы вправе предположить, что регрессионная модель получится 

гетероскедастичной, и условие � �=
� n

E
2  не выполняется.  

Мы еще вернемся к этому примеру, а пока обсудим, к каким 
последствиям приводит гетероскедастичность. 

Предположим, что для оценки регрессионной модели Y по 
X1,.., Xn мы применили обычный метод наименьших квадратов и 
нашли оценку b параметра � по формуле (4.8). Тогда с учетом 
(4.12) будем иметь 

                      ( ) ( ) ���+�=��=
−−

XXXYXXXb

11

. (7.16) 

Как было отмечено в § 7.1, b — несмещенная и состоятельная 
оценка параметра � для обобщенной линейной модели множест-
венной регрессии; следовательно, и в частном случае, когда мо-
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дель гетероскедастична, оценка b — несмещенная и состоятель-
ная. Эти свойства оценки b легко усматриваются из (7.16), если 
учесть, что М(�)=0. 

Таким образом, для определения неизвестных (прогнозных) 
значений зависимой переменной обычный метод наименьших 
квадратов, вообще говоря, применим и для гетероскедастичной 
модели. 

Так, в нашем примере изучения зависимости размера оплаты 
Y от разряда X сотрудников фирмы регрессионная модель Y по X 
примет вид: 

225 2 44 99� , ,y x= + , 

которая вполне может быть использована для практических 
приложений. 

Однако результаты, связанные с анализом точности модели, 
оценкой значимости и построением интервальных оценок ее ко-
эффициентов, оказываются непригодными. 

В самом деле, при построении t- и F-статистик, которые слу-
жат инструментом для проверки (тестирования) гипотез, сущест-
венное значение имеют оценки дисперсий и ковариаций пара-

метров �i (i = 1,…, n), т. е. ковариационная матрица � b
. Между 

тем, если модель не является классической, т. е. ковариационная 

матрица вектора возмущений
n

E
2

���=�
�

, то, как показано в 

§ 7.1, ковариационная матрица вектора оценок параметров 

( ) ( )�

−−

����=

11

XXXXXX
b

 (7.2) существенно отличается от полу-

ченной для классической модели ( )�

−

��=

1
2

XX
b

(7.3). А значит, 

использование матрицы � b
 (7.2) для оценки точности регресси-

онной модели (7.1) может привести к неверным выводам. 
Напомним также (§ 7.1), что оценка b (7.16), оставаясь не-

смещенной и состоятельной, не будет оптимальной в смысле 
теоремы Гаусса—Маркова, т. е. наиболее эффективной. Это оз-
начает, что при небольших выборках мы рискуем получить оцен-
ку b, существенно отличающуюся от истинного параметра �. 

7.4. Тесты на гетероскедастичность 

В примере, рассмотренном в § 7.3, наличие гетероскедастич-
ности не вызывает сомнения, — чтобы убедиться в этом, доста-
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точно взглянуть на рис. 7.1. Однако в некоторых случаях гетеро-
скедастичность визуально не столь очевидна. 

Рассмотрим еще один пример, в котором исследуется зави-
симость дохода индивидуума (Y) от уровня его образования X1, 
принимающего значения от 1 до 5, по данным n = 150 наблюде-
ний. В число объясняющих переменных (регрессоров) включен 
также и возраст Х2. 

На рис. 7.2 приведен график зависимости переменной Y от 
номеров наблюдений, упорядоченных по возрастанию уровня 
значений объясняющей переменной Х1. 

Хотя диаграмма имеет локально расположенные пики, в це-
лом подобный рисунок может соответствовать как гомо-, так и 
гетероскедастичной выборке. 

20

40

60

0 20 40 60 80 100

Y

X
1

120 140

80

Рис. 7.2 

Чтобы определить, какая же именно ситуация имеет место, 
используются тесты на гетероскедастичность. Все они исполь-
зуют в качестве нулевой гипотезы Н0 гипотезу об отсутствии 
гетероскедастичности.

Тест ранговой корреляции Спирмена использует наиболее об-
щие предположения о зависимости дисперсий ошибок регрес-
сии от значений регрессоров: 

),(
2

ii
xf=�  i = 1,…, n.
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При этом никаких дополнительных предположений относи-
тельно вида функций fi не делается. Не накладываются также 
ограничения на закон распределения возмущений (ошибок) рег-
рессии �i. 

Идея теста заключается в том, что абсолютные величины ос-
татков регрессии ei являются оценками �i, поэтому в случае ге-
тероскедастичности абсолютные величины остатков ei и значе-
ния регрессоров xi будут коррелированы. 

Для нахождения коэффициента ранговой корреляции �x,e 

(см. § 3.8) следует ранжировать наблюдения по значениям пе-

ременной xi и остатков ei и вычислить �x,e  по формуле (3.49):

                             ,

6

1
3

1

2

,

nn

d

n

i

i

ex

−

−=�

�

=  (7.17) 

где di — разность между рангами значений xi и ei. 
В соответствии с (3.50) коэффициент ранговой корреляции 

значим на уровне значимости � при n > 10, если статистика 

                           ,

1

2

2;1

2

,

,

−�−

>

�−

−�

=
n

ex

ex

t

n

t  (7.18) 

где 
2;1 −�− n

t  — табличное значение t-критерия Стьюдента, опреде-

ленное на уровне значимости � при числе степеней свободы (n–2). 
Тест Голдфелда—Квандта. Этот тест применяется в том слу-

чае, если ошибки регрессии можно считать нормально распреде-
ленными случайными величинами. 

Предположим, что средние квадратические (стандартные) от-

клонения возмущений 
i

�  пропорциональны значениям объяс-

няющей переменной X (это означает постоянство часто встречаю-
щегося на практике относительного (а не абсолютного, как в клас-
сической модели) разброса возмущений �i регрессионной модели. 

Упорядочим n наблюдений в порядке возрастания значений 
регрессора X и выберем m первых и m последних наблюдений. 

В этом случае гипотеза о гомоскедастичности будет равно-
сильна тому, что значения e1,…, em и en–m+1,…, en (т. е. остатки ei
регрессии первых и последних m наблюдений) представляют со-
бой выборочные наблюдения нормально распределенных случай-
ных величин, имеющих одинаковые дисперсии. 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



 160

Гипотеза о равенстве дисперсий двух нормально распреде-
ленных совокупностей, как известно (см., например, [17]), про-
веряется с помощью критерия Фишера—Снедекора. 

Нулевая гипотеза о равенстве дисперсий двух наборов по m 
наблюдений (т. е. гипотеза об отсутствии гетероскедастичности) 
отвергается, если 

                            ,

;;

1

2

1

2

pmpm
n

mni

i

m

i

i

F

e

e

F
−−�

+−=

=

>=

�

�

 (7.19) 

где р — число регрессоров. 
Заметим, что числитель и знаменатель в выражении (7.19) 

следовало разделить на соответствующее число степеней свобо-
ды, но в данном случае эти числа одинаковы и равны (m – p). 

Мощность теста, т. е. вероятность отвергнуть гипотезу об 
�тсутствии гетероскедастичности, когда действительно гетеро-
скедастичности нет, оказывается максимальной, если выбирать 
т порядка n/3. 

При применении теста Голдфелда—Квандта на компьютере нет 
необходимости вычислять значение статистики F вручную, так как 

величины �
=

m

i

i
e

1

2  и �

+−=

m

mni

i
e

1

2  представляют собой суммы квадратов 

остатков регрессии, осуществленных по «урезанным» выборкам. 
 
� Пример 7.1. По данным n = 150 наблюдений о доходе ин-

дивидуума Y (рис. 7.2), уровне его образования X1 и возрасте 
X2 выяснить, можно ли считать на уровне значимости �=0,05 ли-
нейную регрессионную модель Y по X1 и X2 гетероскедастичной. 

Р е ш е н и е. Возьмем по m=n/3=150/3=50 значений доходов 
лиц с наименьшим и наибольшим уровнем образования X1. 

Вычислим суммы квадратов остатков (само уравнение рег-
рессии (7.22) приведено ниже)1: 

;1,894

150

1

2

=�

=i

i
e ;2,3918

150

101

2

=�

=i

i
e  F=3918,2/894,1=4,38. 

                                          
1 Здесь и далее (если не приведено иное) исходные значения переменных и вы-

полненные на их основе компьютерной программой стандартные расчеты, из-

ложенные в гл. 3,4, не приводятся. 
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Так как в соответствии с (7.19) F=4,38>F0,05;48;48 =1,61, то 
гипотеза об отсутствии гетероскедастичности регрессионной мо-
дели отвергается, т. е. доходы более образованных людей дейст-
вительно имеют существенно бульшую вариацию. � 

Тест Уайта. Тест ранговой корреляции Спирмена и тест 
Голдфелда—Квандта позволяют обнаружить лишь само наличие 
гетероскедастичности, но они не дают возможности проследить 
количественный характер зависимости дисперсий ошибок рег-
рессии от значений регрессоров и, следовательно, не представ-
ляют каких-либо способов устранения гетероскедастичности. 

Очевидно, для продвижения к этой цели необходимы неко-
торые дополнительные предположения относительно характера 
гетероскедастичности. В самом деле, без подобных предположе-
ний, очевидно, невозможно было бы оценить n параметров  

(n дисперсий ошибок регрессии 2

i
� ) с помощью n наблюдений. 

Наиболее простой и часто употребляемый тест на гетероске-
дастичность — тест Уайта. При использовании этого теста пред-
полагается, что дисперсии ошибок регрессии представляют со-
бой о д н у  и  т у  ж е  ф у н к ц и ю  от наблюдаемых значе-
ний регрессоров, т.е. 

                              ),(
2

ii
xf=�  i = 1,…, n. (7.20)

Чаще всего функция f выбирается квадратичной, что соответ-
ствует тому, что средняя квадратическая ошибка регрессии зави-
сит от наблюдаемых значений регрессоров приближенно линей-
но. Гомоскедастичной выборке соответствует случай f = const.  

Идея теста Уайта заключается в оценке функции (7.20) с помо-
щью соответствующего уравнения регрессии для квадратов остатков: 

                           ,)(
2

iii
uxfe +=  i = 1,…, n, (7.21)

где 
i

u  — случайный член. 

Гипотеза об отсутствии гетероскедастичности (условие f = const) 
принимается в случае незначимости регрессии (7.21) в целом. 

В большинстве современных пакетов, таких, как «Econometric 
Views», регрессию (7.21) не приходится осуществлять вручную — 
тест Уайта входит в пакет как стандартная подпрограмма. В 
этом случае функция f выбирается квадратичной, регрессоры в 
(7.21) — это регрессоры рассматриваемой модели, их квадраты 
и, возможно, попарные произведения. 
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� Пример 7.2. Решить пример 7.1, используя тест Уайта. 
Р е ш е н и е. Применение метода наименьших квадратов да-

ет следующее уравнение регрессии переменной Y (дохода инди-
видуума) по Х1 (уровню образования) и Х2 (возрасту): 

                                 

1 2
3 06 3 25 0 48

1 40 5 96 8 35

� , , , .

( , ) ( , ) ( , )

y x x= − + +

−

 (7.22) 

(В скобках указаны значения t-статистик коэффициентов 
регрессии.) Сравнивая их с табличным значением (4.23), т. е.  
t0,95;147=1,98, видим, что константа оказывается незначимой. 

Обращение к программе White Heteroskedascity Test (Тест 
Уайта на гетероскедастичность) дает следующие значения  
F-статистики: F = 7,12, если в число регрессоров уравнения 
(7.21) не включены попарные произведения переменных, и  
F = 7,78 — если включены. Так как в соответствии с (4.32) и в 
том и другом случае F > F0,05;2;147=3,07, т. е. гипотеза об отсутст-
вии гетероскедастичности отвергается. � 

Заметим, что на практике применение теста Уайта с включе-
нием и невключением попарных произведений дают, как прави-
ло, один и тот же результат. 

Тест Глейзера. Этот тест во многом аналогичен тесту Уайта, 
только в качестве зависимой переменной для изучения гетеро-
скедастичности выбирается не квадрат остатков, а их абсолют-
ная величина, т. е. осуществляется регрессия 

                             
iii

uxfe += )( , i=1,…, n. (7.23) 

В качестве функций f обычно выбираются функции вида 
�

�+�= xf . Регрессия (7.23) осуществляется при разных значе-

ниях �, затем выбирается то значение, при котором коэффици-
ент � оказывается наиболее значимым, т. е. имеет наибольшее 
значение t-статистики. 

 
� Пример 7.3. По данным n = 100 наблюдений о размере оп-

латы труда Y (рис. 5.1) сотрудников фирмы и их разряде X вы-
явить, можно ли считать на уровне значимости � линейную рег-
рессионую модель Y по Х гетероскедастичной. Если модель гете-
роскедастична, то установить ее характер, оценив уравнение 

i
� =f(xi). 
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Р е ш е н и е. Предположим, что дисперсии ошибок 
i

�  свя-

заны уравнением регрессии 

                                �

�+�=�
ii
x . (7.24) 

Используя обычный метод наименьших квадратов, оценим 
регрессию Y по Х, а затем — регрессию остатков e по X в виде 
функции (7.24) при различных значениях �. Получим (в скобках 
указаны значения t-статистики коэффициента �) при различных 
значениях �: 

�=1 8 26 10 33 7 18� , , ( , );i ie x t= + =  

�=2 2

30 75 0 89 6 90� , , ( , );i ie x t= + =  

�=3 3

39 89 0 08 6 32� , , ( , );i ie x t= + =  

�=1/2 32 89 43 38 6 99� , , ( , ).i ie x t= + =  

Так как все значения t-статистики больше t0,95;98=1,99, то ги-
потеза об отсутствии гетероскедастичности отвергается. Учиты-
вая, что наиболее значимым коэффициент регрессии � оказывает-
ся в случае �=1, гетероскедастичность можно аппроксимировать 
первым уравнением. � 

7.5. Устранение гетероскедастичности

Пусть рассматривается регрессионная модель (4.2) 

                                  Y = X�+�  (7.25) 

или 

                    �

=

�+�+�=

p

i

iijji
xy

1

0
,  i = 1,…, n. (7.25�) 

Будем считать, что модель (7.25) г е т е р о с к е д а с т и ч -

н а, т. е. дисперсии возмущений (ошибок) ( )ni
i

,...,1
2

=�  не рав-

ны между собой, и сами возмущения �i и �k (k = 1,…, n) не кор-
релированы. Это означает, что ковариационная матрица вектора

возмущений � �=
�

 — диагональная: 

                       .
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 (7.26) 
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Если дисперсии возмущений ),...,1(
2

ni
i

=�  известны, то гете-

роскедастичность легко устраняется. В самом деле, будем рассмат-
ривать в качестве i-го наблюдения зависимой Y и объясняющих 

переменных ),...,1( pj�
j

=  н о р м и р о в а н н ы е  по 
i

�  пере-

менные, т. е. 

,/
i

YZ �= ,/
ijj

XV �= i = 1,…, n.

Тогда модель (7.25) примет вид: 

                         �

=

�+�+��=

P

j

iijji
vz

1

0
,     i = 1,…, n, (7.27) 

где ,/
00 i

��=��  �i = �i/�i.  

Очевидно, дисперсия D(�i)=1, т. е. модель (7.27) гомоскедас-

тична. При этом ковариационная матрица � �
�

 становится 

единичной, а сама модель (7.27) — классической. 
Применяя к линейной регрессионной модели (7.25) теорему 

Айткена (§ 7.2), наиболее эффективной оценкой вектора � явля-
ется оценка (7.7): 

                          ( ) Y���b ����=

−

−�

1
1 . (7.28) 

Применение формулы (7.28) для отыскания параметра �, 
т. е. обобщенный метод наименьших квадратов для модели с гете-
роскедастичностью, когда ковариационная матрица возмущений 

� �=
�

 есть диагональная матрица (7.26), называется взвешен-

ным методом наименьших квадратов.
Применяя обычный метод наименьших квадратов (§ 4.2), не-

известные параметры регрессионной модели находим, миними-

зируя остаточную сумму квадратов 
2

1

�( )
n

i i

i

S e e y y
=

�= = −� , исполь-

зуя обобщенный метод (§ 7.2), — минимизируя eeS
1−

��= , и, на-

конец, в частном случае, применяя взвешенный метод наимень-

ших квадратов, — минимизируя ( )
2

1

1

�

n

i i

i i

S y y
=

� �
= −

� �
�� �

� . 

«Взвешивая» каждый остаток �
i i ie y y= − с помощью коэффи-

циента 1/�i, мы добиваемся равномерного вклада остатков в об-
щую сумму, что приводит в конечном счете к получению наибо-
лее эффективных оценок параметров модели. 
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На практике, однако, значения �i почти никогда не бывают из-
вестны. В этом случае при нахождении переменных в формуле 

(7.27) значения �i следует заменить их состоятельными оценками � i� . 

Если исходить из предположения (7.20), то состоятельными 

оценками 2

i
�  являются объясненные (прогнозные) значения 2

�
ie  

регрессии (7.21). 
Оценка параметров регрессионной модели взвешенным ме-

тодом наименьших квадратов реализована в большинстве ком-
пьютерных пакетов. Покажем ее проведение при использовании 
пакета «Econometric Views». 

Сначала следует применить обычный метод наименьших 
квадратов к модели (7.25), затем надо найти регрессию квадра-
тов остатков на квадратичные функции регрессоров, т. е. найти 
уравнение регрессии (7.21), где f — квадратичная функция, ар-
гументами которой являются квадраты значений регрессоров и 
их попарные произведения. После чего следует вычислить про-

гнозные значения 2

�ie  по полученному уравнению регрессии и 

получить набор весов («weight»): 2

�� .i ie� =  Затем надо ввести но-

вые переменные ( )1�/ ,..., ,j j iX X j p
�

= � =  �/i i iY Y
�

= �  и найти 

уравнение �Y X b
� �

= . Полученная при этом оценка b* и есть 

оценка взвешенного метода наименьших квадратов исходного 
уравнения (7.25). 

� Пример 7.4. По данным примера 7.1 оценить параметры 
регрессионной модели Y по Х1 и Х2 взвешенным методом наи-
меньших квадратов. 

Р е ш е н и е. В примере 7.2 к модели был применен обычный 
метод наименьших квадратов. При этом получен ряд остатков ei.  

Оценим теперь регрессию вида 
2 2 2

0 1 1 2 2 3 1 2
�
ie x x x x= � + � + � + � . 

Применяя обычный метод наименьших квадратов, получим 
уравнение1: 

2 2 2

1 2 1 2
3 6 0 3 0 1 0 05

0 1 0 07 0 1

� , , , , .

( , ) ( , ) ( , )

ie x x x x= + + +

 

                                          
1 Здесь и далее в скобках под коэффициентами регрессии указываются их сред-

ние квадратические (стандартные) отклонения. 
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Для применения взвешенного метода наименьших квадратов 

рассмотрим величины 2

�� i ie� =  и введем новые переменные  

( )1 2,
�

j

j

i

X
X j

�

= =

�

, ( )1 150, ...,
�

i

i

i

Y
Y i

�

= =

�

. 

Оценивая регрессию Y
�

 по 
1

X
�

 и 
2

X
�

 получаем уравнение: 

1 2
6 21 3 58 0 53

2 18 0 58 0 08

� , , , ,

( , ) ( , ) ( , )

y x x
� � �

= − + +

 

что и дает нам оценки взвешенного метода наименьших квадратов. 
Если применить тест Уайта к последнему уравнению, получим 

,06,376,0
147;2;05,0

=<= FF  откуда следует, что гетероскедастич-

ность можно считать устраненной. �
На практике процедура устранения гетероскедастичности мо-

жет представлять технические трудности. Дело в том, что реально 
в формулах (7.26) присутствуют не сами стандартные отклонения 
ошибок регрессии, а лишь их оценки. А это значит, что модель 
(7.27) вовсе не обязательно окажется гомоскедастичной. 

Причины этого очевидны. Во-первых, далеко не всегда ока-
зывается справедливым само предположение (7.21) или (7.23). 
Во-вторых, функция f в формуле (7.21) или (7.23), вообще гово-
ря, не обязательно степенная (и уж тем более, не обязательно 
квадратичная), и в этом случае ее подбор может оказаться дале-
ко не столь простым. 

Другим недостатком тестов Уайта и Глейзера является то, 
что факт невыявления ими гетероскедастичности, вообще гово-
ря, не означает ее о т с у т с т в и я. В самом деле, принимая 
гипотезу H0, мы принимаем лишь тот факт, что отсутствует оп-
ределенного вида зависимость дисперсий ошибок регрессии от 
значений регрессоров. 

Так, если применить к рассматриваемой ранее модели зави-
симости дохода Y от разряда X взвешенный метод наименьших 
квадратов, используя уравнение (7.23) с линейной функцией f, 

то получим уравнение 196 47 50 6� , ,y x= +  и коэффициент детер-

минации R2 = 0,94. 
Если теперь использовать тест Глейзера для проверки отсут-

ствия гетероскедастичности «взвешенного» уравнения, то соот-
ветствующая гипотеза подтвердится. 
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Однако, если для этой же цели применить тест Голдфелда—

Квандта, то получим: �
=

=

33

1

2

,49,26

i

i
e  �

=

=

100

68

2

,03,49

i

i
e  F = 1,85. 

Сравнивая с F0,05;32;32=1,84, делаем вывод о том, что на 5%-ном 
уровне значимости гипотеза о� отсутствии гетероскедастичности 
все же отвергается, хотя и вычисленное значение F-статистики 
очень близко к критическому. 

Однако, даже если с помощью взвешенного метода наи-
меньших квадратов не удается устранить гетероскедастичность, 

ковариационная матрица � *b
 оценок параметров регрессии �

все же может быть состоятельна оценена (напомним, что имен-
но несостоятельность стандартной оценки дисперсий и кова-
риаций � является наиболее неприятным последствием гетеро-
скедастичности, в результате которого оказываются недостовер-
ными результаты тестирования основных гипотез). Соответст-
вующая оценка имеет вид: 

( ) ( )
1 1

2 2

1

1

*

.

�

n

i i
b

i

n X X e x X X

n

− −

=

� �
� �=

� �

� �

� �  

Стандартные отклонения, вычисленные по этой формуле, 
называются стандартными ошибками в форме Уайта. 

Так, для рассматриваемого примера зависимости дохода Y от 
разряда X стандартная ошибка в форме Уайта равна 2,87, в то 
время как ее значение, рассчитанное с помощью обычного ме-
тода наименьших квадратов, равно 2,96. 

7.6. Автокорреляция остатков временного ряда.
Положительная и отрицательная автокорреляция 

Рассмотрим регрессионную модель временного (динамическо-
го) ряда. 

Упорядоченность наблюдений оказывается существенной в 
том случае, если прослеживается механизм влияния результатов 
предыдущих наблюдений на результаты последующих. Матема-
тически это выражается в том, что случайные величины �i в рег-
рессионной м о д е л и  н е  о к а з ы в а ю т с я  н е з а в и -

с и м ы м и, в частности, условие ( ) 0, =��
ji

r не выполняется. 

Такие модели называются моделями с наличием автокорреляции 
(сериальной корреляции), на практике ими оказываются именно 
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временные ряды (напомним, что в случае пространственной вы-
борки отсутствие автокорреляции п о с т у л и р у е т с я). 

Рассмотрим в качестве примера временной ряд 
t
y  — ряд по-

следовательных значений курса ценной бумаги A, наблюдаемых 
в моменты времени 1, …, 100. Результаты наблюдений графиче-
ски изображены на рис. 7.3. 

400

500

0 20 40 60 80 100

A, усл.

ед.

600

 
Рис. 7.3 

Очевидно, курс ценной бумаги А имеет тенденцию к росту, 
что можно проследить на графике. 

Оценивая обычным методом наименьших квадратов зависи-
мость курса от номера наблюдений (т. е. от времени), получим 
следующие результаты: 

                  .17,0;7527,04247,490
2

=+= Rty
t

  (7.29) 

                         )17,0()85,9(  

Насколько достоверны эти уравнения? Очевидно, естествен-
но предположить, что результаты предыдущих торгов оказывают 
влияние на результаты последующих: если в какой-то момент 
курс окажется завышенным по сравнению с реальным, то ско-
рее всего он будет завышен на следующих торгах, т. е. имеет 
место положительная автокоррeляция. 

Графически положительная автокорреляция выражается в чере-
довании зон, где наблюдаемые значения оказываются выше объяс-
ненных (предсказанных), и зон, где наблюдаемые значения ниже. 

Так, на рис. 7.4 представлены графики наблюдаемых значе-

ний yt и объясненных, сглаженных �ty . 
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Отрицательная автокорреляция встречается в тех случаях, ко-
гда наблюдения действуют друг на друга по принципу «маятни-
ка» — завышенные значения в предыдущих наблюдениях при-
водят к занижению их в наблюдениях последующих. Графиче-
ски это выражается в том, что результаты наблюдений yt «слиш-
ком часто» «перескакивают» через график объясненной части 
�
ty . Примерное поведение графика наблюдаемых значений вре-

менного ряда изображено на рис. 7.5. 
 

�
ty

t
y

 
Рис. 7.4 
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Рис. 7.5 

 
Как и в случае любой обобщенной модели множественной 

регрессии, метод наименьших квадратов при наличии коррели-
рованности ошибок регрессии дает несмещенные и состоятель-
ные (хотя, разумеется, неэффективные) оценки коэффициентов 
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регрессии, однако, как уже было отмечено выше, оценки их 
дисперсий несостоятельные и смещенные (как правило, в сто-
рону занижения), т. е. результаты тестирования гипотез оказы-
ваются недостоверными. 

7.7. Авторегрессия первого порядка.
Статистика Дарбина—Уотсона 

Как правило, если автокорреляция присутствует, то наи-
большее влияние на последующее наблюдение оказывает ре-
зультат предыдущего наблюдения. Так, например, если рассмат-
ривается ряд значений курса какой-либо ценной бумаги, то, 
очевидно, именно результат последних торгов служит отправной 
точкой для формирования курса на следующих торгах. 

Ситуация, когда на значение наблюдения yt оказывает ос-
новное влияние не результат yt–1, а более ранние значения, яв-
ляется достаточно редкой. Чаще всего при этом влияние носит 
сезонный (циклический) характер, — например, на значение yt 
оказывает наибольшее влияние yt–7, если наблюдения осуществ-
ляются ежедневно и имеют недельный цикл (например, сбор 
кинотеатра). В этом случае можно составить ряды наблюдений 
отдельно по субботам, воскресеньям и так далее, после чего 
наиболее сильная корреляция будет наблюдаться между сосед-
ними членами. 

Таким образом, отсутствие корреляции между соседними 
членами служит хорошим основанием считать, что корреляция 
отсутствует в целом, и обычный метод наименьших квадратов 
дает адекватные и эффективные результаты. 

Тест Дарбина—Уотсона. Этот простой критерий (тест) опре-
деляет наличие автокорреляции между соседними членами. 

Тест Дарбина—Уотсона основан на простой идее: если кор-
реляция ошибок регрессии не равна нулю, то она присутствует 
и в остатках регрессии et, получающихся в результате примене-
ния обычного метода наименьших квадратов. В тесте Дарбина—
Уотсона для оценки корреляции используется статистика вида 
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Несложные вычисления позволяют проверить, что статисти-
ка Дарбина—Уотсона следующим образом связана с выбороч-
ным коэффициентом корреляции между соседними наблюде-
ниями: 

                                                   d � 2(1–r).  (7.30) 

В самом деле 
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При большом числе наблюдений n сумма 22
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откуда и следует приближенное равенство (7.30), так как в силу 
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Естественно, что в случае отсутствия автокорреляции выбо-
рочный коэффициент r окажется не сильно отличающимся от 
нуля, а значение статистики d будет близко к двум. Близость 
наблюдаемого значения к нулю должна означать наличие поло-
жительной автокорреляции, к четырем — отрицательной. Хоте-
лось бы получить соответствующие пороговые значения, кото-
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рые присутствуют в статистических критериях и либо позволяют 
принять гипотезу, либо заставляют ее отвергнуть (см. § 2.8). К 
сожалению, однако, такие пороговые (критические) значения 
однозначно указать невозможно. 

Тест Дарбина—Уотсона имеет один существенный недостаток — 

распределение статистики d зависит не только от числа наблю-

дений, но и от значений регрессоров Xj (j = 1, …, p). Это означа-

ет, что тест Дарбина—Уотсона, вообще говоря, не представляет 

собой статистический критерий, в том смысле, что нельзя ука-

зать критическую область, которая позволяла бы отвергнуть ги-

потезу об отсутствии корреляции, если бы оказалось, что в эту 

область попало наблюдаемое значение статистики d. 

Однако существуют два пороговых значения dв и dн, завися-
щие т о л ь к о  от числа наблюдений, числа регрессоров и уров-
ня значимости, такие, что выполняются следующие условия. 

Если фактически наблюдаемое значение d: 
a) dв< d < 4–dв, то гипотеза об отсутствии автокорреляции 

не отвергается (принимается);  
б) dн< d <dв или 4 – dв< d < 4 –dн, то вопрос об отвержении 

или принятии гипотезы остается открытым (область неопреде-
ленности критерия); 

в) 0 < d < dн, то принимается альтернативная гипотеза о по-
ложительной автокорреляции; 

г) 4–dн< d < 4, то принимается альтернативная гипотеза об 
отрицательной автокорреляции. 

Изобразим результат Дарбина—Уотсона графически: 

H
0
отверга-

ется (поло-

жительная

автокор-

реляция)

Зона

неопре-

делен-

ности

H
0
принимается

(отсутствие

автокорреляции)

Зона

неопре-

делен-

ности

H
0
отверга-

ется (отрица-

тельная

автокор-

реляция)

0 d
н

d
в

2 4 d4–d
в

4–d
н

Рис. 7.6 

Для d-статистики найдены верхняя dв и нижняя dн границы 
на уровнях значимости � = 0,01; 0,025 и 0,05. 

В табл. V приложений приведены значения статистик dн и dв 
критерия Дарбина—Уотсона на уровне значимости � = 0,05. 

Недостатками критерия Дарбина—Уотсона является наличие 
области неопределенности критерия, а также то, что критиче-
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ские значения d-статистики определены для объемов выборки 
не менее 15. Тем не менее тест Дарбина—Уотсона является наи-
более употребляемым. 

 
� Пример 7.5. Выявить на уровне значимости 0,05 наличие 

автокорреляции возмущений для временного ряда yt по данным 
табл. 6.1. 

Р е ш е н и е. В примере 6.2 получено уравнение тренда 

�
ty = 181,32 + 25,679t (ед.). В табл. 7.1 приведен расчет сумм, не-

обходимых для вычисления d-статистики. 
 

Т а б л и ц а  7.1 

t yt t
y
~ et = yt– t

y

~

et–1 et et–1

2

t
e

1 213 207,0 6,0 — — 36,0 
2 171 232,7 –61,7 6,0 –370,2 3806,9 
3 291 258,4 32,6 –61,7 –2011,4 1062,8 

4 309 284,0 25,0 32,6 815,0 625,0 
5 317 309,7 7,3 25,0 182,5 53,3 

6 362 335,4 26,6 7,3 194,2 707,6 
7 351 361,1 –10,1 26,6 –268,7 102,0 
8 361 386,8 –25,8 –10,1 260,6 665,6 

�

=

8

1t

— — — — —1198,0 7059,2 

 
Теперь по формуле (7.30�) статистика  

d � 2(1+1198,0/7059,2)=2,34. 

По табл. V приложений при n=15 критические значения 
dн=1,08; dв=1,36, т. е. фактически найденное d=2,34 находится в 
пределах от dв до 4–dв (1,36 < d < 2,64). Как уже отмечено, при 
n < 15 критических значений d-статистики в таблице нет, но су-
дя по тенденции их изменений с уменьшением n, можно предпо-
лагать, что найденное значение останется в интервале (dв; 4–dв), 
т. е. для рассматриваемого временного ряда спроса на уровне 
значимости 0,05 гипотеза об отсутствии автокорреляции возму-
щений не отвергается (принимается). � 

При использовании компьютерных регрессионных пакетов 
значение статистики Дарбина—Уотсона приводится автоматиче-
ски при оценивании модели методом наименьших квадратов. 
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Вернемся к рассмотренному в § 7.6 примеру зависимости 
курса ценной бумаги А от времени. Здесь статистика Дарбина—
Уотсона d = 0,993, т. е. меньше единицы. Такое низкое ее зна-
чение выявляет наличие положительной корреляции между со-
седними наблюдениями. Заметим, что такой вывод предсказы-
вался нами в § 7.6 на основании экономических соображений. 

7.8. Тесты на наличие автокорреляции 

Статистика Дарбина—Уотсона, безусловно, является наибо-
лее важным индикатором наличия автокорреляции. Однако, как 
уже отмечалось, тест обладает и определенными недостатками. 
Это и наличие зоны неопределенности, и ограниченность ре-
зультата (выявляется лишь корреляция между с о с е д н и м и  
членами). Ничего нельзя сказать и о характере автокорреляции. 

Это приводит к необходимости использовать также и другие 
тесты на наличие автокорреляции. Во всех этих тестах в качест-
ве основной гипотезы Н0 фигурирует гипотеза об отсутствии ав-
токорреляции. 

Некоторые из этих тестов мы рассмотрим в данном параграфе. 

Тест серий (Бреуша—Годфри). Тест основан на следующей 
идее: если имеется корреляция между соседними наблюдения-
ми, то естественно ожидать, что в уравнении 

                       
ttt

ee �+�=
−1

, t = 1, …, n,  (7.31) 

(где et — остатки регрессии, полученные обычным методом наи-

меньших квадратов), коэффициент � окажется значимо отли-
чающимся от нуля. 

Заметим, что уравнение (7.31) является авторегрессионным 
уравнением первого порядка (см. § 6.5). 

Практическое применение теста заключается в оценивании 
методом наименьших квадратов регрессии (7.31) (напомним, что 
временной ряд et–1 представляет ряд et со сдвигом по времени на 
единицу: компьютерные регрессионные пакеты имеют команду, 
которая формирует по данному временному ряду et ряд et–1). 

Преимущество теста Бреуша—Годфри по сравнению с тестом 
Дарбина—Уотсона заключается в первую очередь в том, что он 
проверяется с помощью с т а т и с т и ч е с к о г о  к р и т е -
р и я, между тем как тест Дарбина—Уотсона содержит зону не-
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определенности для значений статистики d. Другим преимуще-
ством теста является возможность обобщения: в число регрессо-
ров могут быть включены не только остатки с лагом 1, но и с 
лагом 2, 3 и т д., что позволяет выявить корреляцию не только 
между соседними, но и между более отдаленными наблюдениями. 

Вернемся к примеру зависимости курса ценной бумаги А от 
времени и применим тест серий Бреуша—Годфри. 

Рассмотрим авторегрессионную зависимость остатков от их 
предыдущих значений, используя авторегрессионную модель р-го 
порядка AR(p). Применяя метод наименьших квадратов, полу-
чим следующее уравнение: 

                    
( ) ( ) ( )10,012,010,0

.01,012,056,0
321 −−−

−−=

tttt
eeee

 (7.32) 

Как видно, значимым оказывается только регрессор et–1, т. е. 
существенное влияние на результат наблюдения et оказывает 
только одно предыдущее значение et–1. Положительность оцен-
ки соответствующего коэффициента регрессии указывает на по-
ложительную корреляцию между ошибками регрессии et и et–1. К 
такому же выводу приводит и значение статистики Дарбина—
Уотсона, полученное в § 7.7. 

В большинстве современных компьютерных пакетов (напри-
мер, в «Eсonometric Views») применение теста серий осуществля-
ется специальной командой, и нет необходимости оценивать 
регрессию типа (7.29) непосредственно. 

Q-тест Льюинга—Бокса. Тест основан на рассмотрении вы-
борочных автокорреляционной r(�) и частной автокорреляцион-
ной rчаст(�) функций временного ряда (см. § 6.2). 

Если ряд стационарный, то, как можно доказать, выборочный 

частный коэффициент корреляции rчаст(р) совпадает с оценкой 

обычного метода наименьших квадратов коэффициента �p в авто-

регрессионной модели AR(p): 

tpt�tt
yyy �+�++�+�=

−−

...

110
. 

Это утверждение лежит в основе вычисления значений част-
ной автокорреляционной функции. 

Компьютерные регрессионные пакеты предусматривают воз-
можность с помощью специальной команды получать для дан-
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ного временного ряда выборочные автокорреляционные функ-
ции. Напомним, что график выборочной автокорреляционной 
функции называется коррелограммой. Коррелограмма является 
быстро убывающей функцией. (Если формально построенная 
коррелограмма не удовлетворяет этому свойству, это, скорее 
всего, означает, что ряд на самом деле нестационарный.) 

Очевидно, что в случае отсутствия автокорреляции все зна-
чения автокорреляционной функции равны нулю. Разумеется, ее 

в ы б о р о ч н ы е  значения r(�) окажутся отличными от нуля, 
но в этом случае отличие не должно быть существенным. На 
этой идее основан еще один тест, проверяющий гипотезу об от-
сутствии автокорреляции, — Q-тест Льюинга—Бокса. 

Тест Льюинга—Бокса. Статистика Льюинга—Бокса имеет вид: 

                           ( )
( )

.2

1

2

�

=�
�−

�

+=

p

�

n

r

nnQ  (7.33) 

Можно доказать, что если верна гипотеза Н0 о равенстве ну-

лю всех коэффициентов корреляции ( )
�−

�
tt
ee , где � = 1,…, p, то 

статистика Qр имеет распределение 2

� с р степенями свободы. 

 
� Пример 7.6. Проверить гипотезу Н0 об отсутствии авто-

корреляции в модели зависимости курса ценной бумаги А от 
времени t (§ 7.6). 

Р е ш е н и е. Значение d-статистики Дарбина—Уотсона, 
примерно равное единице, дает оценку коэффициента корреля-
ции между et и et–1, т. е. r(1)=0,5. 

Отсюда по формуле (7.33) 

.314,25

99

25,0102100

1
=

��

=Q  

Так как фактическое значение статистики больше критиче-

ского 84,3
2

1;05,0
=� , то гипотеза Q1 = 0 отвергается. 

Заметим, что гипотеза Q1= 0 и гипотеза �=0 о равенстве нулю 

коэффициента � в уравнении (7.31) представляют собой по сути 
одно и то же утверждение об отсутствии авторегрессии первого 
порядка. Результат тестирования этих гипотез должен совпадать с 
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выводом, к которому приводит значение статистики Дарбина—
Уотсона. 

Вычислить «вручную» значение Qp-статистики при р>1, как 

правило, достаточно трудно (напомним еще раз, что значение 

статистики Дарбина—Уотсона дает информацию лишь о значе-

нии автокорреляционной функции п е р в о г о  порядка), одна-

ко, в большинстве компьютерных пакетов тест Льюинга—Бокса 

выполняется специальной командой. В «Econometric Views» выда-

ются значения выборочной автокорреляционной функции r(�),

частной автокорреляционно� функции rчаст(�), значения Q-ста- 

тистики Льюинга—Бокса и вероятности P (Q > Qp) для всех по-

рядков � от 1 до некоторого р. Например, так выглядит соответст-

вующий результат для рассматриваемого примера зависимости 

курса ценной бумаги А от номера наблюдения (табл. 7.2). 

 

Т а б л и ц а  7.2

Автокорреляционная 
функция 

Частная автокорре-
ляционная функция 

Статистика
Льюинга—Бокса Вероятность

� r (�) rчаст (�) Qp P (Q>Qp)

1
2
3
…

  0,498 
  0,158 
  0,024 

...

  0,498 
–0,120
–0,005

…

25,314
27,875
27,937

…

0,000
0,000
0,000
…

35
36

–0,063
  0,059 

–0,052
  0,148 

58,423
58,975

0,008
0,009

Как видно, все вероятности, приведенные в столбце 5, ниже 

уровня значимости, так что гипотезы Qp= 0 об отсутствии авто-

корреляции отвергаются. � 

 
Сделаем одно существенное замечание. Критические значе-

ния 2

; p�

� статистики растут с увеличением р. Величины Qp также 

растут, но, возможно, медленнее. Таким образом, формальное 
применение теста Льюинга—Бокса может привести к парадок-
сальным, на первый взгляд, выводам: например, отвергается ги-
потеза об отсутствии автокорреляции первого порядка, но не 
отвергается гипотеза об отсутствии автокорреляции всех поряд-
ков до 36-го включительно! На самом деле противоречия здесь 
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нет, — ведь тот факт, что гипотеза не отвергается, не означает, 
что она на самом деле верна, — можно лишь утверждать, что 
если она верна, то наблюдаемый результат возможен с вероят-
ностью, большей, чем уровень значимости. Впрочем, подобного 
рода ситуации на практике встречаются достаточно редко. 

7.9. Устранение автокорреляции.
Идентификация временного ряда 

Одной из причин автокорреляции ошибок регрессии являет-
ся наличие «скрытых» регрессоров, влияние которых в результа-
те проявляется через случайный член. Выявление этих «скры-
тых» регрессоpoв часто позволяет получить регрессионную мо-
дель без автокорреляции. 

Наиболее часто «скрытыми» регрессорами оказываются лаго-
вые объясняемые переменные (см. § 6.5). В случае временного 
ряда вполне естественно предположить, что значения объясняе-
мых переменных зависят не только от включенных уже 
регрессоpoв, но и от предыдущих значений объясняемой пере-
менной. Рассмотренные тесты показывают, что это почти всегда 
имеет место в случае автокорреляции. 

Другой механизм образования автокорреляции следующий. 

Случайные возмущения представляют собой белый шум �t, но 

на результат наблюдения yt влияет не только величина �t, но 

(хотя обычно и в меньшей степени) несколько предыдущих ве-

личин �t–1,…, �t–р. 

Например, рассматривая модель формирования курса цен-
ной бумаги А, мы можем считать, что кроме временной тенден-
ции на курс еще влияет конъюнктура рынка, которую в момент 
времени t можно считать случайной величиной �t с нулевым 
средним и некоторой дисперсией. Будем предполагать, что ве-
личины �t независимы. Естественно ожидать, что на формиро-
вание курса в момент времени t будет оказывать влияние в пер-
вую очередь конъюнктура �t и (в меньшей степени) конъюнкту-

ры в дни предыдущих торгов �t–� и т. д. 
Наиболее распространенным приемом устранения автокор-

реляции во временных рядах является подбор соответствующей 
модели — авторегрессионной AR(p), скользящей средней MA(q) или 
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авторегрессионной модели скользящей средней ARMA(p,q) (см. 
§ 6.5) для случайных возмущений регрессии. 

В число регрессоров в моделях временных рядов могут быть 
включены и константа, и временной тренд, и какие-либо другие 
объясняющие переменные. Ошибки регрессии могут коррелиро-
вать между собой, однако, мы предполагаем, что остатки регрес-
сии образуют с т а ц и о н а р н ы й  временной ряд. 

Идентификацией временного ряда мы будем называть по-
строение для ряда остатков адекватной ARMA-модели, т. е. такой 
ARMA-модели, в которой остатки представляют собой белый 

шум, а все регрессоры значимы. Такое представление, как правило, 
не единственное, например, один и тот же ряд может быть иденти-
фицирован и с помощью AR-модели, и с помощью MA-модели. В 
этом случае выбирается наиболее простая модель. 

Как подбирать для данного временного ряда модель ARMA? 
Безусловно, разумен (и часто применяется на практике) метод 

элементарного подбора — пробуются различные модели; при этом 
начинается поиск с самых простых моделей, которые постепенно 
усложняются, пока не будет достигнута идентификация. 

Полезную информацию можно получить с помощью выбороч-

ных автокорреляционной и частной автокорреляционной функций. 
В самом деле, вспомним, что выборочная частная автокорреля-
ционная функция rчаст(р) есть оценка параметра �р в авторегрес-
сионной модели р-го порядка. Отсюда делаем вывод: 

Если все значения выборочной частной автокорреляционной 
функции порядка выше р незначимо отличаются от нуля, вре-
менной ряд следует идентифицировать с помощью модели, по-
рядок а в т о р е г р е с с и и  которой не выше р. 

Теперь рассмотрим модель скользящей средней 

qtqtttt
y

−−−

��++��+��+�= ...

2211
. 

Из того, что величины �t при различных t не коррелируют, 

следует, что величины yt и yt–� могут коррелировать только при 

�<q. Таким образом, если все значения в ы б о р о ч н о й  а в -
т о к о р р е л я ц и о н н о й  функции порядка выше q незна-
чимо отличаются от нуля, временной ряд следует идентифициро-
вать с помощью модели с к о л ь з я щ е й  с р е д н е й ,  поря-
док которой не выше q. 

Типичные примеры коррелограмм временных рядов, иден-
тифицируемых с помощью модели ARMA, изображены на 
рис. 7.7 (AR(1)) и 7.8 (МА(1)). 
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Рис. 7.7 
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Рис. 7.8 

Вернемся к примеру формирования курса ценной бумаги А. 
Приведенные в § 7.8 значения автокорреляционной и частной 
автокорреляционной функций указывают на то, что модель 
ARMA остатков регрессии имеет порядок заведомо не выше вто-
рого. 

Оценим ряд остатков с помощью AR(1)-модели. Получим 
следующее уравнение: 

( )

1
0 5

0 08

� , ; 1,86.

,

t te e d
−

= =

Полученное значение d-статистики Дарбина—Уотсона доста-
точно близко к двум, гипотеза об отсутствии автокорреляции 
принимается. Тест Льюинга—Бокса также подтверждает гипоте-
зу о равенстве нулю автокорреляционной функции всех поряд-
ков. Таким образом, достигнута идентификация ряда остатков с 
помощью модели AR(1). 
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Проведем теперь оценку модели МА(1). Уравнение получает-
ся следующим: 

1
0 515� , ;t t te

−

= � − �  d=1,87. 

И в этом случае как значение статистики Дарбина—Уотсона, 
так и тест Льюинга—Бокса подтверждают гипотезу об отсутст-
вии автокорреляции, т. е. ряд остатков исходной модели может 
быть идентифицирован и с помощью модели МА(1). Причем 
сравнение полученных результатов показывает, что качество 
идентификации практически одинаково (возможно, модель AR (1) 
несколько предпочтительнее в силу того, что значение функции 
правдоподобия чуть выше: InL=–504 для модели AR и InL=–508 
для модели МА. Впрочем, различие это несущественно). 

Практически полное совпадение результатов идентификации 
может иметь и экономическое обоснование. Так, например, ес-
тественно считать, что конъюнктура рынка в момент предыду-
щих торгов — это в основном курс ценной бумаги А на этих 
торгах. 

Если удастся построить АRМА-модель для ряда остатков, то 
можно получить эффективные оценки параметра �, а также не-
смещенные и состоятельные оценки дисперсий � с помощью 
обобщенного метода наименьших квадратов. Мы рассмотрим 
эту процедуру на простейшей (и в то же время наиболее часто 
встречающейся) авторегрессионной модели первого порядка. 

7.10. Авторегрессионная модель первого порядка 

Вновь возвратимся к регрессионной модели (7.25) 

                                 Y = X�+� (7.34) 

или                      �

=

�+�+�=

p

j

ttjjt
xy

1

0
,  t = 1, …, n, (7.34�) 

где yt, xtj — наблюдения переменных Y, Xj (j = 1,…, p) в момент t.

Будем полагать, что случайные возмущения коррелированы 
и образуют наиболее простой процесс — авторегрессионный про-
цесс первого порядка, т. е. 

                                
ttt

�+��=�
−1

, (7.35) 
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где �t (t = 1,…, n) представляет белый шум, т. е. последователь-
ность независимых нормально распределенных случайных вели-

чин с нулевой средней и дисперсией ;
2

0
�  � — параметр, назы-

ваемый коэффициентом авторегрессии. 
Учитывая, что в силу (7.35) �t и �t независимы, дисперсия 

возмущений 

                    ( ) ( ).)(
1

2

ttt
DDD �+��=�

−

  (7.36) 

Так как процесс �t — стационарный, то ( ) ( ) 2

1
�=�=�

−tt
DD . 

Таким образом, полагая ( ) 2

0
�=�

t
D , имеем 

                                2

0

222

�+��=� , 

или 

                                        
2

2

02

1 �−

�

=� .  (7.37) 

Формально, чтобы использовать равенство (7.35) для значе-
ния t = 1, нам надо ввести случайную величину �0. Легко убе-
диться в том, что для сохранения равенства (7.36) случайную 
величину �0 надо определить как нормально распределенную с 

нулевой средней и дисперсией 
2

2

0

0

1

)(

�−

�

=�D . 

Из равенства (7.37), учитывая, что дисперсия — величина 

положительная, следует, что .1<�  При 1>�  ряд оказывается 

нестационарным. 
Найдем автокорреляционную функцию процесса �t. Умножая 

(7.35) на �t–1 и вновь учитывая независимость �t–1 и �t, найдем 

( ) ( ) ,,Cov)(
2

111
��=��=��=��

−−− ttttt
DM

откуда коэффициент корреляции 

( )
( )

( ) ( )

,

,Cov

,

2

1

1

1
�=

���

��

=

��

��

=���

−

−

−

tt

tt

tt

DD

т. е. коэффициент авторегрессии � представляет собой коэффици-
ент корреляции между соседними возмущениями �t и �t–1, или ко-
эффициент автокорреляции �(1). 

Аналогично получим 
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                              ( ) 2

,Cov ��=��
�−

m

tt
 (7.38) 

и 

                                 ( ) .,
m

tt
�=���

�−

 

Учитывая (7.37), (7.38), ковариационную матрицу вектора 
возмущений � для модели с автокорреляционными остатками 
можно представить в виде: 

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�−

	
=
=

−

−

−−

�

�

1

....

...
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1
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1

2

1

21

2

2

0

n

n

nn

. 

Для получения наиболее эффективных оценок параметра � в 
такой модели, если параметр � известен, можно применить обоб-
щенный метод наименьших квадратов. 

Исключая ( )nt
t

...,,1=�  из равенств (7.34), (7.35), получим 

 ( ) ( ) ,
,

1
1

1

01 tjttj

p

j

jtt
xxyy �+�−�+�−�=�−

−

=

−
�  t = 1,…, n. (7.39) 

Полученная модель (7.39) является классической, так как те-
перь случайные возмущения �t (t = 1,…, n) независимы и имеют 

постоянную дисперсию 2

0
� . 

Равенство (7.39) имеет смысл только при t � 2, так как при 
t = 1 не определены значения лаговых переменных. Можно по-
казать, что параметры модели сохранятся, если при t = l умно-

жить обе части уравнения (7.34�) на 2

1 �− : 

    .1111
1

2

1

1

2

0

2

1

2 ��−+��−+��−=�− �

=

p

j

jj
xy  (7.40) 

Преобразование (7.40) называется поправкой Прайса—
Уинстона для первого наблюдения. При большом количестве 
наблюдений поправка Прайса—Уинстона практически не изме-
няет результат, поэтому ее часто не учитывают, оставляя значе-
ние первого наблюдения неопределенным. 

Таким образом, при известном значении � автокорреляция 

легко устраняется. На практике, однако, значение � не бывает 
известно, поэтому в равенстве (7.39) присутствует не точное зна-

чение �, а наблюдаемое значение его оценки �� . 

Наиболее простой способ оценить � — применить обычный 
метод наименьших квадратов к регрессионному уравнению (7.35). 
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В качестве примера вновь рассмотрим модель формирования 
курса ценной бумаги А. В предыдущем параграфе была получена 

оценка ��  = 0,5. 

Перейдем от наблюдений yt и t (t = 1,…, n)1 к наблюдениям 

                           
1 1

0 5� ,t t t t tw y y y y
− −

= −� = − , (7.41) 

1 1
0 5� ,t t t t tz t t t y

− −

= −� = − . 

Применяя обычный метод наименьших квадратов, получим 
уравнение 

                              245 32 0 7� , , .t tw z= +  

При этом значение статистики Дарбина—Уотсона d=1,864 
достаточно близко к двум, так что можно считать, что автокор-
реляция устранена и получено оценочное значение параметра �: 

�

�  = 0,7. 

Регрессия оказывается значимой несмотря на невысокое ка-
чество подгонки (низкое значение R2=0,05). Заметим, что полу-
ченная оценка R2 значительно отличается от оценки до устране-
ния автокорреляции (см. (7.29)). 

Двухшаговая процедура Дарбина. Как правило, более точную 
оценку параметра � дает двухшаговая процедура Дарбина, кото-
рая заключается в следующем. Исключая �t из уравнений 
(7.34)—(7.35), запишем регрессионную модель в виде 

       ( )0 1 1
1t t t t ty x y x

− −

= � − � +� + � −�� + � ,  t =1,…, n.  (7.42) 

Применим к уравнению (7.42) обычный метод наименьших 
квадратов, включая � в число оцениваемых параметров. Полу-
чим оценки r и � величин � и –��. Тогда о ц е н к о й  Д а р -
б и н а  является величина 

                                  �
r

�

� = − . (7.43) 

Например, в модели формирования курса ценной бумаги А, 
применяя двухшаговую процедуру Дарбина, получаем значение 

оценки параметра �, равное 0 698
� ,� = и близкое к полученному 

ранее 0 7
� , .� =  

                                          
1 Переменная время t здесь выступает в роли регрессора. 
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В большинстве компьютерных пакетов реализованы также 
итеративные процедуры, позволяющие оценивать значение па-
раметра модели (7.34) при условии, что остатки модели образу-
ют стационарный временной ряд, моделируемый как авторег-
рессионный процесс первого порядка, т. е. автокорреляция име-
ет характер (7.35). 

Опишем две наиболее часто используемые процедуры. 

Процедура Кохрейна—Оркатта. Указанная процедура заклю-
чается в том, что, получив методом наименьших квадратов оце-

ночное значение �� параметра �, от наблюдений yt и t переходят 

к наблюдениям wt, zt по формулам (7.41) и, получив оценку па-

раметра 
1

�

� , образуют новый вектор остатков 

                             
1 1

�e W Z= − � . (7.44) 

Далее применяют метод наименьших квадратов к регресси-
онному уравнению 

                              ( ) ( ) ( )1 1 1
1

� ,
t t t

e e
−

= � + �  (7.45) 

получают новую оценку 
1
��  параметра � и от наблюдений wt и zt 

переходят к новым (w1)t и (z1)t:

( )1 1 1 1
� ,t

t
w w w

−

= −� ( )1 1 1 1
� .t

t
z z z

−

= −�

Новую оценку 
2

�

�  получают, применяя метод наименьших 

квадратов к модели (7.45), и процедура повторяется вновь. 

7.11. Доступный (обобщенный) метод
наименьших квадратов 

В § 7.1 рассматривалась обобщенная модель множественной 
регрессии 

                                                 Y = X�+�. (7.46) 

В случае, когда ковариационная матрица 2

0
�

= � = � ��  из-

вестна, как показано в § 7.2, наилучшей линейной несмещенной 
оценкой вектора � является оценка обобщенного метода наимень-
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ших квадратов (совпадающая с оценкой максимального правдопо-
добия) 

                           YXXXb
111

)(
−−−�

����= . (7.47) 

Эта оценка получается из условия минимизации обобщенно-
го критерия (7.14):  

S=(Y–Хb)�	 –1(Y–Хb). 

При рассмотрении н о р м а л ь н о й  обобщенной модели 
регрессии, т. е. в случае нормального закона распределения воз-

мущений, т. е. � ~ ( )
0

2

; ��0
n

N , оценка b* также распределена нор-

мально: 

b* ~ ).)(;(
11

0

2 −−

���� XXN  

На практике матрица возмущений 	 почти никогда неиз-
вестна, и, как уже было отмечено в § 7.2, оценить ее n(n+1)/2 
параметров по n наблюдениям не представляется возможным. 

Предположим, что задана с т р у к т у р а  матрицы 	 (и со-
ответственно 	0), т. е. форма ее функциональной зависимости 
от относительно небольшого числа параметров �1, �2, …, �

m
, т. е. 

матрица ( )....,,

210

2

� �����=

�

m

 Например, в модели с автокор-

релированными остатками (структура матрицы �
�

 определяет-

ся двумя параметрами 
2 и �1=�, так что матрица 	0 имеет вид 
(см. § 7.10): 

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=	

−

−

−−

1

...

...

...

...

...

...

1

...

1

2

1

21

0

n

n

nn

,

где � — неизвестный параметр, который необходимо оценить. 

Идея оценки матрицы � ��=

�

0

2  состоит в следующем. 

Вначале по исходным наблюдениям находят состоятельные 
оценки параметров �=(�1, �2,…, �

n
)�. Затем получают оценку па-

раметра 
2. В соответствии с (4.21) такая оценка для классиче-
ской модели находится делением минимальной остаточной сум-

мы квадратов �
=

�=

n

i

i
eee

1

2  на число степеней свободы (n – p – 1). 

Для обобщенной модели соответствующая оценка 
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( ) ( )

1
1

0
02

1 1

* *

.

Y Xb Y Xbe e
s

n p n p

−

−

�

�

− � −
��

= =

− − − −

 (7.48) 

Зная 2

s
�

, вычисляем матрицу 2

0

��

s
� �

= �� . Доказано, что при 

некоторых достаточно общих условиях использование получен-
ных оценок в основных формулах обобщенного метода наи-
меньших квадратов вместо неизвестных истинных значений 
2 и 

2

0
�

= � ��  даст также состоятельные оценки параметра � и ко-

вариационной матрицы
�

� . Описанный метод оценивания на-

зывается доступным (или практически реализуемым) обобщенным 
методом наименьших квадратов. 

Таким образом, оценкой доступного обобщенного метода 
наименьших квадратов вектора � есть 

                         1 1 1

0 0

� � �( )b X X X Y
� − − −

� �= � � . (7.49) 

Применяя метод максимального правдоподобия (см. § 2.7, 
3.4) для оценки нормальной обобщенной линейной модели рег-
рессии, можно показать, что оценки максимального правдопо-

добия 2� � �, ,� � �  находятся из системы уравнений правдоподобия: 

                    

( )

1 1 1

0 0

2

0

0
1

0

1

1

1

� �( ) ,

� ,

�tr , �� , , ,�
j

j

� � X Y

e e
n

e � e
� j �m

ne e

− − −

−

�

� � �� = � �
�

�
�� = ��

�

��
= � = …

�
��	

   

где �e Y X= − � , 
1

0

�� ( )
.j

j

�
c

�

−

� �

=

�

  

Анализируя систему (7.50)—(7.52), видим, что оценки �
�  и 



2 метода максимального правдоподобия совпадают с оценками b* 

и 2

s
�

обобщенного метода наименьших квадратов (правда, если  

�
�  = b*, то 2 2

� s
�

� �  с точностью до асимптотически устранимого 

смещения). 

(7.50) 

(7.51) 

(7.52) 
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Для решения системы (7.50) — (7.52) иногда удается найти 
точное решение, однако чаще приходится прибегать к итераци-
онной процедуре, например, двухшаговой. 

1-й ш а г. Вначале находят оценку метода максимального 

правдоподобия ( )
1

0

� X X X Y
−

� �� = , вычисляют остатки 
1 1

�e Y X= − �  

и решают полученную систему (7.50) — (7.52) при заданных ос-
татках. 

Находят m½1 вектор 
1

�

� и матрицу 
( )( )0 1 0 1( )
��

� = � � . 

2-й ш а г. Находят оценку вектора � по формуле (7.49): 

                             ( )
1 1 1

2 0 0

� � �� � � Y
− − −

� �� = � � . 

Полученные таким образом оценки �(2) при некоторых, весьма 

слабых предположениях (как, например, состоятельность оценок �� ) 

будут асимптотически (при большом n) эквивалентны оценкам 
метода максимального правдоподобия, а значит, будут асимпто-
тически эффективны в широком классе случаев. Описанная 
двухшаговая итерационная процедура была фактически реализо-
вана в процедуре Кохрейна—Оркатта (§ 7.10). 

Упражнения

7.7. В таблице приведены данные по 18 наблюдениям моде-
ли пространственной выборки: 

 
i xi

2

i�
i xi

2

i�

1 21,3   2,3 10 71,5 23,8 
2 22,6   5,6 11 75,7 45,7 
3 32,7 12,8 12 76,0 34,7 
4 41,9 10,1 13 78,9 56,9 
5 43,8 14,6 14 79,8 56,8 
6 49,7 13,9 15 80,7 49,8 
7 56,9 24,0 16 80,8 58,9 
8 59,7 21,9 17 96,9 87,8 
9 67,8 19,7 18 97,0 87,5 

 
Предполагая, что ошибки регрессии представляют собой 

нормально распределенные случайные величины, проверить ги-
потезу о гомоскедастичности, используя тест Голдфелда—
Квандта. 
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7.8. При оценивании модели пространственной выборки 
обычным методом наименьших квадратов получено уравнение: 

1 2
3 0 6 1 2� , , .y � x= + −

Уравнение регрессии квадратов остатков на квадраты регрес-
соров имеет вид: 

2 2 2

1 2
2 0 3 0 1� , ,e x x= + + ; R2=0,2. 

Зная, что объем пространственной выборки n=200, прове-
рить гипотезу Уайта о гомоскедастичности модели. 

7.9. При оценивании модели пространственной выборки с 
помощью обычного метода наименьших квадратов получено 
следующее уравнение: 

1 2
12 3 43 0 45

0 1 0 4 0 1

� , , ; � �1,2.

( , ) ( , ) ( , )

y x x d= + − =

При осуществлении регрессии квадратов остатков на квадра-
ты регрессоров получено уравнение вида: 

2 2 2

1 2
4 2 0 4

0 7 0 3

� , .

( , ) ( , )

e x x= + +

Объем выборки n=3000. С какими из перечисленных ниже 
выводов следует согласиться:

а) полученные значения коэффициентов модели с большой  
         вероятностью близки к истинным; 

б) регрессор Х2 может быть незначимым; 
в) так как значение статистики Дарбина—Уотсона d далеко  

         от двух, следует устранить автокорреляцию остатков? 
7.10. При оценивании модели временного ряда получены 

следующие результаты. 
Уравнение модели имеет вид: 

2 1 2 1 9

0 7

� , ; , .

( , )

ty t d= − =

С какими из перечисленных ниже выводов следует согла-
ситься: 

а) так как значение статистики Дарбина—Уотсона d близко к  
         двум, автокорреляция остатков отсутствует; 

б) коэффициент модели при t значим; 
в) если объем выборки достаточно велик, значение коэффи- 

         циента при t в любом случае с большой вероятностью  
         близко к истинному; 
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г) применение теста Бреуша—Годфри может выявить автокор- 
        реляцию остатков между отдаленными наблюдениями? 

7.11. При оценивании модели временного ряда методом 
наименьших квадратов получены следующие результаты: 

12 0 2 1 8

0 01

� , ; , .

( , )

ty t d= − =

Известно, что количество наблюдений n=150. С помощью 
теста Льюинга—Бокса проверить гипотезу об отсутствии авто-
корреляции первого порядка. 

7.12. Применение теста Льюинга—Бокса дает следующие ре-
зультаты: 

 

r (�) r
част

(�) Qp P (Q > Q
p
)

0,34 0,33 21,45 0,00 
0,12 0,11 24,12 0,00 
0,01 0,00 24,13 0,00 
0,00 0,00 24,13 0,00 

 
Ряд остатков идентифицируется с помощью модели ARMA (p, q). 

Какие значения p и q целесообразно выбрать на основе полу-
ченных результатов тестирования? 
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Глава 8

Регрессионные динамические модели 

8.1. Стохастические регрессоры 

До сих пор мы предполагали, что в регрессионной модели (4.2) 

                                  �+�= XY  (8.1) 

объясняющие переменные Xj (j = 1,…, p), образующие матрицу 
Х, не являются случайными. Напомним, что, по сути, это озна-
чает, что если бы мы повторили серию выборочных наблюде-
ний, значения переменных Хj были бы теми же самыми (между 
тем, как значения Y изменились бы за счет случайного члена �). 

Подобное предположение, приводящее к значительным техни-
ческим упрощениям, может быть оправдано в том случае, когда 
экспериментальные данные представляют собой пространственную 
выборку. В самом деле, мы можем считать, что значения перемен-
ных Хj мы выбираем заранее, а затем наблюдаем получающиеся 
при этом значения Y (здесь имеется некоторая аналогия с задани-
ем функции «по точкам» — значения независимой переменной 
выбираются произвольно, а значения зависимой вычисляются). В 
случае временного ряда, регрессоры которого представляют собой 
временной тренд, циклическую и сезонную компоненты, объяс-
няющие переменные также, очевидно, не случайны. 

Однако в тех случаях, когда среди регрессоров временного 
ряда присутствуют переменные, значения которых сами образу-
ют временной ряд, предположение об их детерминированности 
неправомерно. Так что в моделях временных рядов мы, как прави-
ло, должны считать наблюдения хtj (t = 1,…, n; j = 1,…, p) случай-
ными величинами. 

В этом случае естественно возникает вопрос о коррелиро-
ванности между регрессорами и ошибками регрессии �. Покажем, 
что от этого существенно зависят результаты оценивания — при-
чем не только количественно, но и качественно. 

Мы будем предполагать, что xtj и yt — с т а ц и о н а р н ы е  
временные ряды, т. е. все случайные величины xt имеют одно и 
то же распределение (и аналогично yt). 
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Предположим пока для простоты, что имеется всего один 
регрессор Х, т. е. модель имеет вид: 

                          
ttt

xy �+�+�= . (8.2) 

Рассмотрим ковариации обеих частей равенства (8.2) со слу-
чайной величиной xt:

                ( ) ( ) ( ).,Cov,Cov,Cov �+�=
ttttt
xxxyx  

Отсюда (учитывая, что ))(),Cov(
ttt
xDxx =  получим: 

                [ ]),(Cov),(Cov

)(

1

tttt

t

xyx

xD

�−=�   (8.3) 

(отметим, что так как xt, yt — стационарные ряды, то ковариа-
ции, входящие в правую часть равенства (8.3), для всех значе-
ний t совпадают). Рассмотрим выборочные оценки этих кова-
риаций: 

2

2 1

1

1�( ) ,

n

tn

i

t t

i

x

D x x
n n

=

=

� �

� �

� �= −

� �

� �

� �

�

�  

                  ( )
1 1

1

1

�Cov ,

n n

t tn

t t

t t t t

t

x y

x y x y

n n n

= =

=

= − �

� �

� . (8.4) 

Сравнивая (8.4) с (3.13), получаем следующее выражение для 
оценки параметра �: 

( )

( )

�Cov ,

�

t t

t

x y
b

D x
=  

или, подставляя t t ty x= � +� + � , находим: 

                1 1

1

1

� �( ) ( )

n n

t t t

t t

t

t t

x x
n

b
nD x D x

= =

� �
�

� �

� �= � + = � + �

� �

� �
� 	

� �

. (8.5) 

Рассмотрим отдельно т р и  с л у ч а я. 
1. Регрессоры X и ошибки регрессии � не коррелируют, т. е. г е -

н е р а л ь н а я  ковариация Сov (xs, �t)=0 для всех s, t = 1,…, n. 
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В этом случае из (8.5) следует: 

( )

1

1

( ) .
�

n

t t

t

t

x

M b M
n D x

=

� �
�

� �

� �= � +

� �

� �
� 	

�

Отсюда в силу некоррелированности Х и � и условия М(�)=0, 
получаем: 

                   
( )

( )

1

( )
�

n

t

t

t t

x
M b M M

D x
=

� �

� �= � + � = �
� �
� 	

� ,  (8.6) 

т. е. оценка b оказывается в этом случае несмещенной. 
Эта оценка является также состоятельной. В самом деле, при 

неограниченном увеличении объема выборки оценки ковариа-
ций сходятся по вероятности1 к их генеральным значениям. В то 
же время предел по вероятности отношения двух случайных ве-
личин равен отношению их пределов, т. е. 

( )

( )

( )

( )

�Cov , Cov ,

�

t t t t

n
tt

x y x y
b

D xD x ��

= ���

P
, 

но если Cov (xt,�t)=0, то из (8.3) следует, что 
( )

( )

�=

t

tt

xD

yx ,Cov

. 

2. Значения регрессоров X не коррелированы с ошибками регрес-
сии � в данный момент времени, но коррелируют с ошибками рег-
рессии в более ранние моменты времени t – �.

В этом случае оценка (8.2) остается состоятельной: доказа-
тельство дословно повторяет то, которое приведено в предыду-
щем пункте. Однако она уже не будет несмещенной. В самом 
деле, выборочная дисперсия D(xt) содержит значения во все мо-
менты времени, т. е. D(xt) коррелирует с �� и, стало быть, равен-
ство (8.6), используемое в предыдущем пункте для доказательст-
ва несмещенности �, неверно. 

3. Значения регрессоров Xt коррелированы с ошибками �t. 
В этом случае, очевидно, не проходят ни доказательство не-

смещенности, ни доказательство состоятельности. Состоятель-
ность, вообще говоря, может сохраниться, если выборочная 
дисперсия D(xt) неограниченно возрастает с увеличением объема 
выборки, однако, в этом случае каждая конкретная задача тре-
бует отдельного анализа. 

                                          
1
 См. сноску на с. 41. 
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Итак, если рассматривается модель 

Y = X� + � 

со стохастическими регрессорами, то о ц е н к и  параметра �, 
полученные методом наименьших квадратов: 

• несмещенные и состоятельные, если объясняющие пере-
менные и ошибки регрессии не коррелируют; 

• состоятельные, но смещенные, если объясняющие перемен-
ные коррелируют с ошибками регрессии в более ранние 
моменты времени, но не коррелируют в один и тот же мо-
мент времени; 

• смещенные и несостоятельные, если объясняющие пере-
менные и ошибки регрессии коррелируют в том числе и 
в одинаковые моменты времени. 

В точности такие же результаты могут быть получены и в 
случае множественной регрессии, когда � — векторный пара-
метр. Мы не будем здесь приводить соответствующие выкладки. 

Таким образом, коррелированность регрессоров и ошибок 
регрессии оказывается значительно более неприятным обстоя-
тельством, чем, например, гетероскедастичность или автокорре-
ляция. Неадекватными оказываются не только результаты тести-
рования гипотез, но и сами оценочные значения параметров. 

Мы рассмотрим д в е  наиболее часто встречающиеся 
п р и ч и н ы  коррелированности регрессоров и ошибок регрессии. 

 
1. На случайный член � воздействуют те же факторы, что и 

на формирование значений регрессоров. 
Пусть, например, существует переменная U, такая, что в рег-

рессионных моделях 

,

tttt
uxy �+�+�+�=  

ttt
ux �+�+�=  

коэффициенты �  и � значимо отличаются от нуля. (Будем здесь 
считать для простоты, что имеется лишь один регрессор Х, рас-
сматриваемый как случайная величина.) 

Предположим, однако, что мы не имеем наблюдаемых зна-
чений U и рассматриваем модель 

                              
ttt

xy �+�+�= . 

Естественно ожидать в этом случае коррелированность рег-
рессоров Х и ошибок регрессии � (Cov (X,��) = ��Cov(U, U)). 

Рассмотрим следующий модельный пример. 
В поселке А производится сырье двух видов I и II. Сырье пе-

ревозится в город В, где на заводе производится субпродукт, ко-
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торый продается фирме-производителю по цене Х. Фирма изго-
товляет из субпродукта конечный товар, который перевозится в 
областной центр и реализуется по цене Y. Цены на сырье перво-
го и второго типа меняются и образуют временные ряды Z1 и Z2. 

Допустим, фирма-производитель хочет построить зависи-
мость цены реализации Y от цены Х и рассматривает регресси-
онную модель 

ttt
xy �+�+�= . 

Применение к экспериментальным данным метода наи-
меньших квадратов дает следующий результат: 

                        yt= 13,64+1,415xt, d=2,14, R2=0,96.
.

(8.7) 

                               (4,82) (0,01) 

Насколько достоверны полученные результаты? Очевидно, и 
доставка сырья в город B, и доставка конечного продукта в го-
род С связаны с перевозками, а значит, такие факторы, как за-
траты на топливо, зарплата водителей, состояние дорог и т. д. 
будут влиять и на формирование цены Х, и на конечную цену Y 
при з а д а н н о м  Х, т. е. на величину ошибок регрессии моде-
ли. Таким образом, регрессоры и ошибки регрессии оказывают-
ся коррелированными, и оценки, полученные методом наи-
меньших квадратов, несостоятельны. 

В следующем параграфе мы вернемся к этому модельному 
примеру, а пока отметим вторую типичную причину коррелиро-
ванности объясняющих переменных и случайного члена. 

2. Ошибки при измерении регрессоров. Пусть при измерении 
регрессора Xj допускается случайная ошибка Uj, удовлетворяю-
щая условию M(utj)=0, т. е. в обработку поступает не истинное 
наблюдаемое значение xtj, а искаженное 

( ) .

*

tjtjtj
uxx +=  

При оценивании модели фактически рассматривается рег-
рессия 

Y = X� + �. 

Именно из этого уравнения мы и получим оценку � . 
Между тем, в действительности, имеем: 

Y = X � + � = (X* –U)� + �� = X*�  + (�� – U �), 
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т. е. � = � – U�,  и, следовательно, в фактически рассматриваемой 
модели имеется корреляция между фиксируемыми значениями рег-
рессоров X* и случайным членом �: Cov(X*, �) = –Cov (U, U )�. 

Отметим, что обе указанные причины коррелированности 
регрессоров и ошибок регрессии имеют один и тот же матема-
тический смысл; значения объясняемых переменных формиру-
ются не присутствующим в модели регрессором, а каким-то дру-
гим, и, стало быть, оценивается «не тот» параметр. 

При рассмотрении конкретных регрессионных моделей вре-
менных рядов с коррелированностью регрессоров и ошибок 
приходится сталкиваться довольно часто. Мы рассмотрим при-
меры таких моделей в настоящей главе, а пока приведем наибо-
лее часто используемый прием, применяемый в подобных слу-
чаях, — метод инструментальных переменных. 

8.2. Метод инструментальных переменных 

Идея метода заключается в том, чтобы подобрать новые пере-
менные Zj (j = 1,…, l), которые бы тесно коррелировали с Xj и не 
коррелировали с � в уравнении (8.1). Набор переменных {Zj} мо-
жет включать те регрессоры, которые не коррелируют с �, а также 
другие величины. При этом, вообще говоря, количество перемен-
ных {Zj} может отличаться от исходного количества регрессоров 
(обычно набор {Zj} содержит большее число переменных). 

Такие переменные Z1,…, Ze называются инструментальными. 
Они позволяют построить состоятельную оценку параметра � 

модели (8.1). Такая оценка имеет вид: 

                ( ) �

�

�
�

�

�
��

�

�
�

�

�
�=��=	

−

−

YZ

n

XZ

n

YZXZ
iv

11~

1

1

. (8.8) 

Здесь Z, X, Y — матрицы наблюдаемых значений переменных. 
Если рассматривается модель парной регрессии, и единст-

венная переменная Х заменяется на единственную инструмен-
тальную переменную Z, формула (8.8) примет вид: 

                          .

1

1

~

11

1

11

1
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n

z
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n
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n
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iv
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=�   (8.9) 
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Если ряд zt — также стационарный и, следовательно, слу-

чайные величины zt одинаково распределены, то формула (8.9) 
может быть записана в виде: 

                   
( )

( ) ( )

1

1

�Cov ,

� �Cov , Cov ,

n

t t

t t t

iv

t t t t

z
z y n

z x z x

=

�

� = = � +

�

� . (8.10) 

Так как Z и � не коррелируют, равенство (8.10) означает, что 

оценка 
iv

�

~

является с о с т о я т е л ь н о й  (очевидно, что кор-

релированность X и Z означает, что Cov (zt,xt) не стремится к 
нулю с увеличением объема выборки). В то же время из равен-

ства (8.10) н е  с л е д у е т  н е с м е щ е н н о с т ь  оценки 
iv

�

~

. 

Также эта оценка, вообще говоря, не обладает минимальной ко-

вариацией. В самом деле 
iv

�

~

 явно зависит от Z (то они разные 

при разных наборах инструментальных переменных). Между тем 
оценка, обладающая минимальной ковариацией, очевидно, 
единственная. 

Естественно, возникает вопрос: как выбрать «наилучшие» 
инструментальные переменные, т. е. такие переменные, при ко-

торых оценка 
iv

�

~

имела бы наименьшую возможную ковариа-

цию. Основой для решения этой задачи служит следующая тео-
рема, которую мы примем без доказательства. 

Теорема. Распределение р-мерной случайной величины 
iv

�

~

 при 

неограниченном увеличении объема выборки стремится к нормаль-

ному с математическим ожиданием � и ковариационной матри-

цей, пропорциональной матрице 1

)(
−

RR , где R — корреляционная 

матрица между инструментальными переменными Z и исходными 
переменными X. 

Здесь р — число исходных регрессоров, l — число инструмен-
тальных переменных (l � p); матрица R имеет размерность l½p. 

Таким образом, чем теснее коррелируют исходные перемен-
ные Х и инструментальные Z, тем более эффективной будет 

оценка 
iv

�

~

. При этом, однако, должно выполняться условие 

Cov(Z,�)=0. Отсюда следует, что о п т и м а л ь н ы м и  инст-
рументальными переменными являются переменные вида 

( ),
jjj

XMXZ
�

�

−=  j = 1,…, p. 
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Здесь X, Z — p-мерные случайные величины. 
Однако случайные величины Z* н е н а б л ю д а е м ы. Та-

ким образом, реально наилучшего набора инструментальных 
переменных не существует. 

Пусть существует произвольный набор инструментальных пе-
ременных {Zj}, имеющих реальный экономический смысл, при-
чем их число, вообще говоря, может превосходить р — число ис-

ходных регрессоров Xj. Рассмотрим проекции 
j

�

~

 регрессоров Xj 

на пространство {Z}1. Для этого надо осуществить регрессию вида 
Xj = Z�+� 

для всех регрессоров Xj и взять их объясненные (прогнозные) 

значения 
j

�

~

 

                         1� ( )j jX Z Z Z Z Z X
−

� �= � =
� . (8.11) 

Переменные 
j

�

~

 не коррелируют с ошибками регрессии, так как 

линейно выражаются через инструментальные переменные Z1,…, Ze. 

Рассмотрим 
j

�

~

 как новые инструментальные переменные. 

По свойству проекции имеем ,

~~~

XXXX �=�  так что оценка 
iv

�

~

 

(см. (8.8)) принимает вид: 

                             YXXX
iv

~

)

~~

(

~
1

��=�
− , (8.12) 

т. е. совпадает с оценкой, полученной обычным методом наи-

меньших квадратов, модели �+�= XY

~

. 

Описанная процедура называется двухшаговым методом наи-
меньших квадратов. По сути метод наименьших квадратов при-
меняется здесь дважды: сначала для получения набора регрессо-
ров Х, затем для получения оценок параметра �. 

Подставляя (8.11) в (8.12), получаем выражение оценки 
двухшагового метода наименьших квадратов через исходные ин-
струментальные переменные Z: 

               ( ) ( ) YZZZZXXZZZZX
iv

����
�

�
�
�

�
����=	

−

−

1
1

~

. (8.13) 

Процедура двухшагового метода наименьших квадратов реа-
лизована в большинстве компьютерных регрессионных пакетов. 

                                          
1 Напомним, что в § 3.7 мы рассматривали геометрическую интерпретацию рег-

рессии и, в частности, проекцию вектора Y на пространство регрессоров. 
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Рассмотрим пример из § 8.1. Строя модель зависимости цены 
конечного товара от стоимости субпродукта, в качестве инстру-
ментальных переменных можно выбрать цены на сырье I и II. 

Применяя двухшаговый метод наименьших квадратов, полу-
чаем уравнение: 

16 72 1 408� , , ,y x= +  d = 2,16, R2 = 0,997. 

                     (4,86)  (0,01) 
Сравнивая полученные результаты с полученными обычным 

методом наименьших квадратов (см. (8.7)), можно заметить, что 
модельные уравнения различаются, хотя и оказываются доволь-
но близкими друг к другу. 

На практике, как правило, возможности выбора инструмен-
тальных переменных не столь широки. Так, в рассматриваемом 
примере мы имели, по сути, единственно возможный набор Z1, 
Z2. Нередко бывает, что нет и вовсе никаких наблюдаемых ин-
струментальных переменных. 

В следующем параграфе мы опишем еще некоторые возмож-
ные способы оценивания моделей, в которых регрессоры корре-
лируют с ошибками регрессии. 

8.3. Оценивание моделей с распределенными

лагами. Обычный метод наименьших квадратов 

Как мы уже отмечали, в моделях временных рядов часто 
значения объясняемых переменных зависят от их значений в 
предыдущие моменты времени. 

Авторегрессионной моделью с распределенными лагами порядков 
p и q (или моделью ADL (p, q) называется модель1 вида 

tqtqtptpttt
yyxxxy �+�++�+�++�+�+�=

−−−−

......

11110
. (8.14) 

При этом, вообще говоря, имеет место корреляция между yt–�
и �t. 

Именно такого вида модели имеют наибольшее практиче-
ское значение, и именно такого вида механизм возникновения 
корреляции между регрессорами и ошибками регрессии наибо-
лее часто встречается в экономических приложениях. На прак-

                                          
1 «ADL» — от английских слов «autogressive distributed lags». Следует отметить, что 

наряду с авторегрессионной моделью ADL(p,q) в эконометрике используется и 

«обычная» регрессионная модель с распределенными лагами p-го порядка (или 

модель DL(p)): 

                       
tptptttt

xxxxy �+�++�+�+�+�=
−−−

...

22110
.
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тике чаще всего возникают модели ADL порядка (0,1), 
т. е. модели вида1 

                         
tttt

yxy �+�+�+�=
−1

  (8.15) 

с ошибками регрессии �t, подчиняющимися авторегрессионному 
процессу первого порядка AR(1) или закону скользящей средней 
первого порядка МА(1): 

                                ;
1 ttt

�+��=�
−

  (8.16) 

                                .
1−

��+�=�
ttt

  (8.17) 

В обоих случаях �t — независимые, одинаково распределен-
ные случайные величины с нулевыми математическими ожида-
ниями и дисперсиями �2 (белый шум). 

В дальнейшем мы будем иметь дело почти исключительно с 
моделями вида (8.15). 

Рассмотрим сначала результат применения к модели (8.14) 
обычного метода наименьших квадратов. Начнем с модели (8.15). 
Предположим сначала для простоты, что регрессор Х в уравнении 
(8.15) отсутствует, т. е. лаговая переменная yt–1 является единст-
венной объясняющей переменной, и модель имеет вид: 

                            
ttt

yy �+�=
−1

;  (8.18) 

                            
ttt

�+��=�
−1

. (8.19) 

Тогда оценка �, полученная обычным методом наименьших 
квадратов, имеет вид: 

                      

1 1

1 1

2 2
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1 1
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t t t t
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n n
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t t

y y y

y y
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�

� = = � +

� �

� �

. (8.20) 

Напомним, что все ряды предполагаются стационарными, 
т. е. имеют место равенства: 

                               ( ) ( )
tt
yDyD =

−1
, 

                               ( ) ( )
tt

DD �=�
−1

, 

                        ( ) ( )
tttt

yy �=�
−−

,Cov,Cov
11

. (8.21) 

Таким образом, оценка � (8.20) при увеличении объема вы-
борки сходится по вероятности к величине вида 

                                          
1 При записи модели ADL(0,1) удобнее коэффициент �0 обозначать просто �.
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( )

( )
t

tt

yD

y �

+�
−

,Cov
1 . (8.22) 

Найдем величину (8.22) в явном виде. Взяв дисперсии от обе-
их частей равенств (8.18) и (8.19) и используя (8.21), получим: 

                                    ( )
2

2

1 �−

�

=�
t

D . (8.23) 

                   ( ) ( ) ( ) ( ).,Cov2
1

2

ttttt
DyyDyD �+��+�=

−

  (8.24) 

Далее: 

                        ( ) ( ) ( ),,Cov,Cov
1 ttttt

Dyy �+��=�
−

  (8.25) 

( ) ( ) ( )

( ).,Cov

,Cov,Cov,Cov
11111

tt

ttttttt

y

yyy

��=

=��=�+��=�
−−−−−

  (8.26) 

Исключая Cov(yt, �t) из равенств (8.25), (8.26), получим, ис-
пользуя (8.23): 

                   ( )

( ) ( )��−�−

��

=�
−

11

,Cov
2

2

1 tt
y . (8.27) 

Подставляя выражение (8.23) в (8.24), получаем с учетом 
(8.27): 

                     ( )
( )

( ) ( ) ( )��−�−�−

��+�

=

111

1

22

2

t
yD . (8.28) 

Подставляя (8.27), (8.28) в (8.22), получаем, что предел по 
вероятности оценки (8.20) равен 

��+

�+�

1

. 

Очевидно, что несостоятельность оценки (8.20) тем больше, 
чем сильнее автокорреляция ошибок �. На практике, однако, 
часто выполняется условие �<<�. В этом случае предел оценки 
наименьших квадратов будет близок к истинному значению пара-
метра, хотя и не равен ему. 

Приведенные здесь выкладки можно почти дословно повто-
рить и в том случае, если в модели присутствует объясняющая 
переменная Х, не коррелирующая с ошибками регрессии. При-
ведем их окончательный результат. Оценка (8.20) сходится по 
вероятности к величине вида 
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( )

( ) ( ) ( ) )1(11

1

222

22

��+�+��−�−�

�−��

+�

t
xD

. 

Если условие �<<� не выполняется, обычный метод наименьших 
квадратов может давать существенное отклонение от истинного 
результата даже на выборках большого объема. 

Аналогичные выкладки можно проделать и для моделей 
(8.15), (8,16). Приведем конечный результат. При увеличении 
объема выборки оценка параметра � сходится по вероятности к 
величине 

                        
( )

( ) ( )222

22

21

1

�+��+�+�

�−��

+�

t
xD

. (8.29) 

8.4. Оценивание моделей с распределенными

лагами. Нелинейный метод наименьших квадратов 

Рассмотрим модель (8.15) и запишем уравнение модели в 
момент времени t –1 

                        
1211 −−

−

−

�+�+�+�=
tttt

yxy . (8.30) 

Подставим выражение (8.30) в (8.15). Получим: 

     ( ) .1
12

2

1 −−−

��+�+�+��+�+�+�=
tttttt

yxxy  (8.31) 

Далее запишем уравнение (8.15) в момент времени t–2 и 
подставим полученное значение yt–2 в (8.31). Продолжая этот 
процесс до бесконечности, получим: 

           ��

�

=

−

�

=

−

�+�+�+

�−

�

=

01

1

1
k

kt

k

k

kt

k

tt
yxyxy . (8.32) 

Модель (8.32) называется моделью с распределением Койка 
лаговых объясняющих переменных. Ее еще иногда называют 
моделью с геометрическим распределением, имея в виду, что ко-
эффициенты при лаговых переменных образуют геометрическую 
прогрессию со знаменателем �1 (напомним, что �1<1). Преобра-
зование модели (8.15) к виду (8.32) называется обратным преоб-

разованием Койка. 

Заметим, что переменные Х не коррелируют с ошибками �, 
так что, применив обратное преобразование Койка, мы решили 
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проблему коррелированности регрессоров со случайными чле-
нами. Однако применение обычного метода наименьших квад-
ратов к модели (8.32) оказывается на практике невозможным 
из-за бесконечно большого количества регрессоров. Разумеется, 
в силу того, что коэффициенты входящего в модель ряда убы-
вают в геометрической прогрессии, и, стало быть, сам ряд быст-
ро сходится, можно было бы ограничиться сравнительно не-
большим числом лагов. Однако и в этом случае мы столкнулись 
бы по крайней мере с двумя трудно решаемыми проблемами. 
Во-первых, возникла бы сильная мультиколлинеарность, так как 
естественно ожидать, что лаговые переменные сильно коррели-
рованы. Во-вторых, уравнение оказалось бы неидентифицируе-
мым. В модели на самом деле присутствует всего четыре пара-
метра. Между тем как, взяв всего лишь три лага, мы бы получи-
ли оценки пяти параметров. 

Уравнение (8.32) может быть оценено с помощью процеду-
ры, которая называется нелинейным методом наименьших квад-
ратов. Опишем эту процедуру. 

1. С достаточно мелким шагом (например, 0,01) перебирают-
ся все значения � из возможной области значений этого пара-
метра (если никакой априорной информации не имеется, то эта 
область — интервал (0, 1). Получается последовательность зна-
чений �(a). 

2. Для каждого значения )(

1

a

�  вычисляется значение  

                             ( )
kt

k

k

k

a

t

a

t
xxx

−

=

� �+=

1

)()( . 

Предел суммирования К выбирается так, что дальнейшие 
члены ряда вносят в его сумму незначительный вклад (очевид-
но, чем меньше выбранное значение �(a), тем меньше членов 
ряда приходится учитывать). 

3. Для каждого X(а) методом наименьших квадратов оценива-
ется уравнение 

                              
( )

t

�

tt
u�y +�+�= . (8.33) 

4. Выбирается то уравнение (8.33), которое обеспечивает 
наибольший коэффициент детерминации R2. Соответствующее 

значение ( )
�

a

� принимается за оценку параметра �. Вычисляются 

оценки �, �. 
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5. Оценки исходных параметров находятся следующим образом: 

                         ( )1
1� �� = � − � , 

1

� �
�� = �� . 

Процедура нелинейного метода наименьших квадратов реа-
лизована в большинстве компьютерных пакетов. 

Обратим внимание на то, что хотя с помощью обратного 
преобразования Койка устранена коррелированность регрессо-
ров с ошибками, но автокорреляция ошибок приобретает слож-
ную структуру, и устранение ее может оказаться практически 
невозможным. Так что хотя получаемые таким образом оценки 
оказываются с о с т о я т е л ь н ы м и, они обладают всеми те-
ми недостатками, о которых подробно говорилось в гл. 7. 

8.5. Оценивание моделей с лаговыми
переменными. Метод максимального  

правдоподобия

Вновь обратимся к модели (8.15)—(8.16) и исключим из 
уравнений случайную величину �. Запишем уравнение (8.15) в 

момент времени t–1, умножим его на �  и вычтем из исходного 

уравнения (8.15). Учитывая, что �t – ��t–1 = �t, получим: 

       ( )
ttttt

yyxxy �+��−�+�+��−�+�=
−−− 2111

. (8.34) 

Если случайные величины �  имеют нормальное распределе-
ние, то уравнение (8.34) может быть оценено методом макси-
мального правдоподобия (см. § 2.7). Так как в случае нормаль-
ного распределения ошибок регрессии оценки максимального 
правдоподобия совпадают с оценками метода наименьших квад-
ратов, на практике применение этого метода к модели (8.15) 
сводится к нелинейной задаче минимизации по ��, �, � и � 
функции 

( )[ ]�

=

−−−

��−�+�+��+�−�−=����

n

t

ttttt
yyxxyL

1

2

211
.),,,( (8.35) 

Как известно, оценки, получаемые методом максимального 
правдоподобия, оказываются наиболее эффективными, однако 
применение этого метода требует знания в и д а  р а с п р е -
д е л е н и я  ошибок регрессии. Так, минимизируя функцию 
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(8.35), мы получим наиболее точные оценки параметров, но лишь в 
том случае, если эта функция действительно является логариф-

мом функции правдоподобия, т. е. ошибки �  действительно имеют 
нормальное распределение. 

В некоторых случаях нормальное распределение ошибок 
регрессии может следовать из некоторых теоретических сообра-
жений, — например, может использоваться центральная пре-
дельная теорема. Однако чаще всего нормальное распределение 
ошибок является модельным допущением, которое принимается 
в силу того лишь, что ему нет явных противоречий. В этом слу-
чае использование метода максимального правдоподобия требу-
ет определенной осторожности, и лучше использовать его в со-
четании с другими методами. 

Отметим также следующее обстоятельство. Если остатки ря-
да модели подчинены процессу скользящей средней, уравнение 
с нормально распределенными ошибками будет содержать бес-
конечное число лагов переменной Y. Коэффициенты при них 
убывают в геометрической прогрессии, и можно ограничиться 
несколькими первыми членами. В этом случае метод макси-
мального правдоподобия практически равносилен нелинейному 
методу наименьших квадратов. 

В последующих параграфах мы рассмотрим конкретные 
примеры моделей и применим к их оцениванию все перечис-
ленные методы. 

8.6. Модель частичной корректировки 

В экономических приложениях часто встречается ситуация, 
когда под воздействием объясняющей переменной Х формиру-
ется не сама величина Y, а ее идеальное, «желаемое» (desired) 
значение Ydes. Реальное же, наблюдаемое значение yt представ-
ляет собой взвешенную сумму желаемого значения в момент 
времени t и наблюдаемого в предыдущий момент t–1. 

Пусть, например, некая фирма выплачивает в момент вре-
мени t дивиденды yt. Естественно считать, что сумма дивидендов 
представляет собой некоторую долю прибыли фирмы xt: 

                                  
tt
xy �= . (8.36) 

На практике, однако, уравнение (8.36) подвергается частич-
ной корректировке. Если прибыль окажется малой, на долю ди-
видендов уйдет бо́льшая часть, чем �, ибо известно, что уменьше-
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ние дивидендов наносит серьезный удар по престижу фирмы. По 
этой же причине в случае большей прибыли доля дивидендов 
окажется меньшей — фирма проявит осторожность: возможно, в 
будущем периоде прибыль уменьшится, и тогда придется урезать 
дивиденды (другим сдерживающим рост дивидендов фактором 
может послужить желание фирмы инвестировать часть прибыли в 
расширение производства). В результате реальное изменение ди-
видендных выплат �yt формируется следующим образом: 

                   
tttt

yyy �+−�=�
−

)(
1

des  ( ).10 <�<  (8.37) 

Уравнение (8.37) называется уравнением частичной коррек-
тировки (соответствующая модель выплаты дивидендов была 
наиболее подробно рассмотрена Дж. Линтнером). Равенство 
(8.37) вместе с равенством (8.36) дают следующую модель: 

                     ( )
tttt

yyy �+�−+�=
−1

des

1( , (8.38) 

                              
tt
�y �+�=

des . 

Модель (8.38) называется моделью частичной корректировки. 
(Для модели выплаты дивидендов можно считать, что ��= 0, в 
общем же случае свободный член присутствует в уравнении 
формирования желаемого значения.) Здесь важно отметить, что 
величина Ydes является н е н а б л ю д а е м о й. (В уравнение ее 
формирования также можно добавить свободный член, но это 
ничего не изменит при рассмотрении модели в целом.) 

Очевидно, регрессионное уравнение модели (8.38) может 
быть записано в виде: 

                      ( )
tttt

yxy �+�−+��+��=
−1

1 . (8.39) 

Уравнение (8.39) представляет собой уравнение ADL порядка 
(0,1) и может быть оценено нелинейным методом наименьших 
квадратов после обратного преобразования Койка. Заметим, 
впрочем, что состоятельные оценки параметров уравнения (8.39) 
можно получить и обычным методом наименьших квадратов, так 
как в уравнении объясняющая переменная Yt–1 не коррелирует 
со значением случайного члена � в момент времени t (см. § 8.1). 

8.7. Модель адаптивных ожиданий 

Другим важным примером регрессионной модели с распреде-

ленными лагами является модель адаптивных ожиданий. 
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Пусть Yt = log (Mt/Pt), где М — номинальное количество де-
нег в обращении, Р — уровень цен. Величина М/Р называется 

реальными денежными остатками. Пусть d

t
Y — спрос на реаль-

ные денежные остатки. 
Ф. Кейган, изучая динамику этой величины в периоды ги-

перинфляции, выдвинул предположение, что ее значение в мо-
мент t определяется ожидаемым уровнем инфляции в момент 
t+1. Модель, предложенная Кейганом, имеет вид: 

                               
t

w

tt
xy �+�+�=

+1
, (8.40) 

где xw — ожидаемый уровень инфляции. Очевидно, это нена-
блюдаемая величина. Кейган дополнил уравнение (8.40) уравне-
нием 

                             ( ),
1

w

tt

w

t

��x −�=�
+

  (8.41) 

где w

t

w

t

w

t

xx� −=�
++ 11

. 

Перепишем уравнения (8.40), (8.41) в виде: 

                              ( ) w

tt

w

t

xxx �−+�=
+

1
1

, (8.41�) 

где 
t

w

tt
xy �+�+�=

+1
. (8.42) 

Теперь становится понятным смысл уравнения (8.41�) — пер-
вого уравнения системы (8.42), состоящий в том, что ожидае-
мый уровень инфляции в момент t+1 представляет собой взве-
шенную сумму ожидаемого и реального уровня в момент t. 

Модель (8.42) называется моделью адаптивных ожиданий. 
(Модель гиперинфляции Ф. Кейгана, по-видимому, представля-
ет собой впервые рассмотренный пример такой модели.) Из 
уравнений (8.40), (8.41) может быть исключена ненаблюдаемая 
величина Xw . В самом деле, запишем уравнение (8.41) в момент 
времени t–1: 

yt–1 = � + 
1−

�+�
t

w

t
x . 

В то же время имеем:  

yt = � + �(�xt + (1–�) x w

t
)+�t = 

=� + ��xt + (1–�) ( )( )
ttttt

w

t
yxx �+�−�−�−+��+�=�+�

−− 11
1 . 

Окончательно получим: 

                        ( )
tttt

yxy �+�−+��+��=
−1

1 , (8.43) 

где 
                                 ( )

1
1

−

��−−�=�
ttt

.  (8.44) 
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Модель (8.43) есть модель c распределенными лагами 
ADL(0,1), причем динамика случайного члена подчинена закону 
скользящей средней МА(1). 

Явный вид (8.44) случайного члена показывает, что имеет 
место корреляция между лаговой переменной Yt–1 и ошибкой 
регрессии �t, то есть оценки метода наименьших квадратов не 
будут состоятельными. 

Модель (8.43) можно оценить, применив обратное преобразо-
вание Койка и затем нелинейный метод наименьших квадратов. 

Рассмотрим пример. Пусть Хt — цена на cырье в момент вре-
мени t, а Yt — цена форвардной сделки на товар в момент време-
ни t+1. Очевидно, Yt зависит в большей степени от ожидаемого 

значения w

t

X
1+
 на сырье в момент времени t+1, т. е. зависимость 

Y от Х может быть описана моделью адаптивных ожиданий (8.42) 
или (в преобразованном виде) уравнением (8.43). 

Имеется выборка из n = 250 наблюдений, данные о которой 
представлены на рис. 8.1, 8.2. 

26 30 34 38 42 48
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Sample 1 250

Observations 250

Mean      41,28021

Median      41,37566

Maximum     47,65741

Minimum     26,73767

Std.Dev.      2,590646

Skewness    –0,894052

Kurtosis      6,636961

Jarque-Bera   171,0917

Probability     0,000000

 

                                                Рис. 8.1 
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Kurtosis      3,106647

Jarque-Bera   2,580791
Probability     0,275162

 

                                                Рис. 8.2 

Применим сначала к уравнению (8.43) обычный метод наи-
меньших квадратов. Получим уравнение вида: 

)01,0()06,0()32,3(

2,55.,39,078,415,0
1

=++−=
−

dyxy
ttt

  

Из уравнения (8.43) следует, что значения оценок парамет-
ров �, �, � находятся как решения системы 

                               

.39,0

;78,4

;15,0

1

−

=

=

=

�
�

�

�

�

�−

��

��

 

Таким образом, получаем следующие оценки: 

                    �=0,6;   �=7,88;   �=–0,248.  (8.45) 

Насколько можно доверять полученным результатам? Оце-
ним правую часть (8.29). Имеем D(Xt)=2,592 = 6,7. Выборочная 
дисперсия остатков ряда D(et)=4,516 — примем ее за оценку 
D(�). Тогда оценкой D(�t) будет величина D(�t)/[1 + (1– �)2] =  
=3,89. Полагаем также � – (1–�)=–�=0,4. Подставляя все эти 
значения в (8.29), получим оценку для предела � по вероятно-
сти: 0,97576�. 

Отсюда следует, что при больших выборках значение � будет 
несколько занижено, впрочем, занижение это не очень значи-
тельно. Таким образом, мы можем ожидать, что оценки обычного 
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метода наименьших квадратов не очень значительно отличаются 
от истинных значений, хотя, безусловно, являются неточными. 

Применим теперь к уравнению (8.43) обратное преобразова-
ние Койка: 

                     ( )
t

k

kt

k

t
xy 	+



�

�



�

�
�−+��+�= �

�

=

−

0

11 , (8.46) 

где ( ) ,1

0

kt

k

k

t −

�

=

��−=� �  и оценим уравнение (8.46) нелинейным 

методом наименьших квадратов. �олучим следующие значения 
оценок параметров ��, �, � (здесь ряд, стоящий в правой части 
уравнения (8.46), приближен первыми двадцатью членами): 

                    ��=–2,2;   � =7,93;  �=0,61. (8.47) 

Наиболее заметное различие оценок (8.47) и (8.45) касается 
константы �, однако и в том, и в другом случае константа явля-
ется незначимой. Оценки � и � оказываются близкими, но все 
же различающимися. Очевидно, у нас больше оснований дове-
рять оценкам (8.47). 

8.8. Модель потребления Фридмена 

Наиболее известным примером модели адаптивных ожида-
ний является модель потребления М. Фридмена. Рассмотрим ее 
подробнее. 

Изучая зависимость между потреблением и доходом индиви-
дуумов, М. Фридмен предположил, что пропорциональная зави-
симость должна строиться не между фактическими величинами, 
а между их постоянными составляющими. Постоянный доход — 
это сумма, на которую человек может рассчитывать в относи-
тельно долгосрочный период (заработная плата, стабильные го-
норары, проценты с вкладов и т. д.). Фактический доход в рас-
сматриваемый момент времени может значительно отличаться 
от постоянного. Аналогично, постоянное потребление — это, по 
сути, привычный уровень потребления. Его фактическое значе-
ние оказывается сильно отличающимся от постоянного в случае 
крупной покупки или непредвиденных расходов (подробнее о 
понятиях постоянного и временного дохода и потребления 
можно ознакомиться в [9]). 
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М. Фридмен исходил из предположения, что постоянное по-

требление индивида c

Y пропорционально его постоянному дохо-

ду c

X , т. е. 

                                    c

t

c

t
xy �= .  (8.48) 

В то же время фактическое потребление Y и фактический 
доход X представляют собой сумму постоянных и временных 
величин: 

                        Y = c

Y  + YT , X = c

X  + XT ,  (8.49) 

причем временные величины XT , YT являются случайными. Ги-
потеза Фридмена заключалась в том, что эти величины не кор-
релируют в различные моменты времени и между собой, их ма-
тематические ожидания равны нулю, а дисперсии постоянны во 
времени. 

Подставив выражение (8.48) в (8.49), получим регрессион-
ную модель 

                                 .

�

t

c

tt
yxy +�=   (8.50) 

Проблема заключается в том, что постоянные доход и по-
требление являются субъективными, а следовательно, ненаблю-
даемыми величинами. М. Фридмен применил к изучению зави-
симости (8.50) модель адаптивных ожиданий, предположив, что 
изменение постоянного дохода пропорционально разности меж-
ду его реальным значением и предыдущим постоянным значе-
нием, т. е. 

                              ( )c

tt

c

t
xxx

1−
−�=� . (8.51) 

Это означает, что при увеличении реального дохода индивиды 
корректируют свое представление о постоянном доходе, но не на 
полное значение прироста, а на некоторую его часть, понимая, 
что приращение может оказаться обусловленным временной, т. е. 
случайной, составляющей. Уравнение (8.51) может быть записано 
в стандартной форме модели адаптивных ожиданий: 

                              ( )
c

tt

c

t
���

1
1

−

�−+�= . (8.52) 

Повторяя уже приведенные ранее выкладки, можно записать 
модель адаптивных ожиданий (8.50), (8.51) в виде следующего 
уравнения: 

                             ( )
tttt

xxy �+�−+��=
−1

1 , (8.53) 

где � ( )[ ].1
1

T

t

T

tt
yy

−

�−−=�  
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Очевидно, в модели (8.53) имеет место коррелированность 
регрессора Yt–1 со случайным членом. 

Модель (8.53) может быть оценена с помощью нелинейного 
метода наименьших квадратов (см. предыдущие примеры). Так-
же к модели (8.50) может быть применен метод инструменталь-
ных переменных. Вероятно, впервые это было сделано 
Н. Левиатаном, который использовал в качестве инструменталь-

ных переменных для X
c фактические доход и потребление на 

другом временном отрезке (подробнее о различных аспектах мо-
дели М. Фридмена см. [9]). 

8.9. Автокорреляция ошибок в моделях  

со стохастическими регрессорами 

Внимательный читатель мог обратить внимание на одно, ка-
залось бы, противоречивое обстоятельство: в рассматриваемых 
примерах значение статистики Дарбина—Уотсона оказывалось 
достаточно близким к двум, что, казалось бы, указывает на от-
сутствие автокорреляции. Лишь в модели адаптивных ожиданий 
из § 8.7 значение статистики d попадает в критическую область, 
да и то на самую ее границу. 

Объяснение здесь очень простое: тест Дарбина—Уотсона не-

применим в том случае, если имеется корреляция между регрессо-
рами и ошибками регрессии. В самом деле, идея теста заключается 
в том, что корреляция ошибок регрессии имеет место в том и 
только том случае, когда она значимо присутствует в остатках 
регрессии. Но для того, чтобы это было действительно так, не-
обходимо, чтобы набор значений остатков можно было бы ин-
терпретировать как набор наблюдений ошибок. Между тем это 
не так, если регрессоры коррелируют с ошибками. 

Можно показать, что в этом случае значение статистики 
Дарбина—Уотсона будет часто попадать в область принятия 

гипотезы об отсутствии автокорреляции и в том случае, если на 
самом деле эта гипотеза неверна. Это обстоятельство и делает 
тест Дарбина—Уотсона неприменимым и обусловливает необ-
ходимость других инструментов для обнаружения автокорреля-
ции ошибок регрессии в моделях со стохастическими регрессо-
рами. 

В модели с распределенными лагами ADL (0,1) (заметим, что 
все рассматриваемые нами модели относились именно к этому 
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типу) для выявления автокорреляции ошибок можно применять 
h-тест Дарбина. Рассмотрим модель 

                           
tttt

yxy �+�+�+�=
−1

. (8.54) 

Предположим, что подозревается наличие авторегрессии 
первого порядка в динамике �: 

                                
ttt

�+��=�
−1

. (8.55) 

Рассмотрим следующую статистику 

                         ( )1 0 5

1

, ,
�( )

n
h d

nD
= −

− �

  (8.56) 

где d — значение статистики Дарбина—Уотсона уравнения 

(8.54), ��  — оценка параметра � , полученная применением к 

(8.54) обычного метода наименьших квадратов. 
При справедливости гипотезы � = 0 распределение статисти-

ки h при увеличении объема выборки стремится к нормальному 
с математическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, 
равной единице. Таким образом, гипотеза об отсутствии авто-
корреляции ошибок отвергается, если наблюдаемое значение 
статистики h окажется больше, чем критическое значение стан-
дартного нормального распределения. 

Рассмотрим следующий модельный пример. Методом Мон-
те-Карло (см. §13.2) была сымитирована модель 

                              
ttt

yy �+�+�=
−1

, (8.57) 

                               
ttt

�+��=�
−1

  (8.58) 

c модельными значениями � = 10, � = 0,6, � = 0,3. 
Применив к уравнениям (8.57), (8.58) обычный метод наи-

меньших квадратов, получили следующие результаты: 

1
5 257 0 79 1 7

1 15 0 045

� , , , ,
( , ) ( , )

t ty y d
−

= + = для уравнения (8.57) и 
1

0 15

0 07

� ,
( , )

t t −� = � ,

d =1,96 для уравнения (8.58). 
Таким образом, получены следующие оценки: 

��  = 5,257, �� =0,79, ��=0,15. 
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Как мы знаем, эти оценки значительно отличаются от ис-
тинных значений параметров. Так как в рассматриваемом при-
мере значения � и � вполне сравнимы, мы должны ожидать, что 
метод наименьших квадратов приведет к существенной несо-
стоятельности оценок, что мы и наблюдаем в действительности. 

Обратим особое внимание на достаточно близкое к двум 
значение статистики Дарбина—Уотсона для уравнения (8.57). 
На этот раз значение d попадает в область принятия гипотезы, 
что, очевидно, противоречит уравнению (8.58). Правильный ре-
зультат можно получить с помощью h-теста Дарбина. Имеем: 

d = 1,7; �( )D � = 0,045; n = 185. 

Подставляя эти значения в (8.56), получаем h = 2,64. Так как 
это значение больше критического h0,05 =1,96, определяемого 
для нормального закона, гипотеза об отсутствии автокорреляции 
ошибок отвергается, имеет место авторегрессия ошибок первого 
порядка (еще раз заметим, что для рассматриваемой модели этот 
вывод был априорно очевиден). 

В настоящем примере известно, что случайные величины �  
имеют нормальное распределение, так что наиболее точные 
оценки дает метод максимального правдоподобия. Применяя 
его, получим: 

�� =9,338376; ��=0,313694; �� =0,627373. 

Эти значения уже достаточно близки к модельным. Большей 
точности можно было бы добиться, сымитировав модель на вы-
борке большего объема. 

8.10. GARCH-модели

Здесь мы отметим еще один тип моделей временных рядов 
со специфической зависимостью ошибок регрессии. 

Пусть xt и yt — стационарные временные ряды, t = 1,…, n. 
Рассмотрим регрессионную модель 

                                 ttt
xy �+�= , (8.59) 

удовлетворяющую следующим условиям: 

                               
( ) ;0

1

=�

−

� t
t

M   (8.60) 
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где
                       

( ) ,

2

110
1

−�

��+�=�
−

tt
t

D  (8.61) 

                                 ( ).
1

2

1 −

−

�=�
tt

D  

Очевидно, условие (8.61) означает, что большее отклонение 
от объясненного (прогнозируемого) значения в предыдущем на-
блюдении приводит к большей вероятности значительного от-
клонения также и в последующем наблюдении. 

Исследования показывают, что подобные явления часто на-
блюдаются аналитиками финансового рынка: периоды «затишья», 
когда финансовые показатели лишь незначительно колеблются 
вокруг среднего, чередуются с периодами «всплеска», характери-
зующимися широким размахом значений тех же показателей. На 
рис. 8.3 приведен примерный график подобных наблюдений. 

Обратимся к условиям (8.60), (8.61). Из (8.60) следует, что 

( ) ,0,
1

=��
− tt

r  т. е. автокорреляция остатков отсутствует. Из этого 

же условия следует, что 

                                 
( ) ( )( )

tt
t

DMD �=�

−

�
1

, 

или                                 ( ) 2

110
−

��+�=�
tt

D . 

Если                             ( )

1

0

1 �−

�

=�
t

D , 

то                                      ( ) ( )
1−

�=�
tt

DD  

и безусловная дисперсия ошибок регрессии постоянна, т. е. мо-
дель гомоскедастична. 
 

t

y
t

0

Рис. 8.3 

В то же время соотношение (8.61) означает, что имеет место 
условная гетероскедастичность ошибок регрессии. Модель, удов-
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летворяющая условиям (8.60), (8.61), называется авторегрессион-
ной условно гетероскедастичной моделью, или ARCH-моделью 
(AutoRegressive Conditional Heteroskedastic model). 

Эта модель допускает обобщения. Если вместо условия 
(8.61) вводится условие 

( ) ,...

22

110...
1

ptptt
ptt

D
−−

−

�

−

�

��++��+�=�  

то модель называется ARCH(p) (арч-модель p-го порядка). Рас-
сматриваются также более общие формы зависимости условной 
дисперсии ошибок, а именно зависимости следующего вида: 

( ) ��

=

−

=

−

−

�

−

�

��+��+�=�

q

i

iti

p

i

itit
ptt

D

1

2

1

2

0...
1

. 

Соответствующая модель называется обобщенной авторегрес-
сионной условно гетероскедастичной моделью (Generalited AutoRe-
gressive Conditional Heteroskedastic model) порядков p и q, или 
GARCH (p, q). 

Как же определить, имеется ли в модели условная гетероске-
даcтичность? Как и в случае проверки гипотезы об отсутствии 
обычной гетероскедастичности, вместо ненаблюдаемых величин — 
ошибок регрессии — рассматриваются остатки. К модели (8.59) 
применяется обычный метод наименьших квадратов, выбирает-
ся порядок р и рассматривается регрессия 

2 2 2

0 1 1
� ... .t t p t pe e e

− −

� � �= � + � + + �

Если при этом гипотеза о незначимости регрессии отвергает-
ся, то можно считать, что имеется ARCH(p)-модель. 

Модели ARCH и GARCH удовлетворяют всем условиям клас-
сической модели, и метод наименьших квадратов позволяет по-
лучить оптимальные линейные оценки. В то же время можно по-
лучить более эффективные нелинейные оценки методом макси-
мального правдоподобия. В отличие от модели с независимыми 
нормально распределенными ошибками регрессии в ARCH-
модели оценки максимального правдоподобия отличаются от 
оценок, полученных методом наименьших квадратов. 

Например, для ARCH(1)-модели логарифмическая функция 
правдоподобия имеет вид: 

( ) .

2

1

ln

2

1

ln

1

2

110

2

2

110

1

��

=

−

−

=

��+��

−��+��−=

n

t
t

t

t

n

t
e

e

eL  

Ее минимизация с получением соответствующих оценок на-
зывается оцениванием модели методом ARCH. Соответствующая 
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процедура присутствует в эконометрических пакетах. При ее 
компьютерной реализации требуется указать порядок модели. 

Использование ARCH- и GARCH-моделей оказывается в ряде 
случаев экономико-математического моделирования (например, 
процессов инфляции и внешней торговли, механизмов форми-
рования нормы процента и т. п.) более адекватным действи-
тельности, что позволяет строить более эффективные оценки 
параметров рассматриваемых моделей по сравнению с оценка-
ми, полученными обычным и даже обобщенным методом наи-
меньших квадратов. 

8.11. Нестационарные временные ряды 

До сих пор мы рассматривали регрессионные модели типа 
Y=X�+�, в которых ряд остатков рассматривался как стационар-
ный, а нестационарность самих рядов xt и yt обуславливалась 
наличием неслучайной компоненты (тренда). После выделения 
тренда все ряды оказывались стационарными, причем стацио-
нарность считалась заранее известной, априорной. На практике, 
однако, такая ситуация редко имеет место. Между тем, включе-
ние в модель нестационарных рядов может привести к совер-
шенно неверным результатам. В частности, стандартный анализ 
с помощью метода наименьших квадратов модели 

                                 �+�+�=
tt
xy   (8.62) 

может показать наличие существенной значимости коэффици-
ента � даже в том случае, если величины xt и yt являются неза-
висимыми. Такое явление носит название ложной регрессии и 
имеет место именно в том случае, когда в модели используются 
нестационарные временные ряды. 

Таким образом, при моделировании какой-либо зависимости 
между величинами xt и yt естественно возникает вопрос: можно 
ли считать соответствующие временные ряды стационарными? 

В настоящем параграфе мы рассмотрим некоторые вопросы, 
связанные с н е с т а ц и о н а р н ы м и  временными рядами. 
При этом мы не будем ставить задачу обстоятельного изложения 
теории нестационарных рядов, так как это потребовало бы ис-
пользования математического аппарата, существенно выходящего 
за рамки нашего рассмотрения. Поэтому мы ограничимся лишь 
тем, что затронем основные проблемы, возникающие при эконо-
метрическом моделировании нестационарных временных рядов. 
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Итак, пусть имеется временный ряд yt, при этом мы считаем, 
что в нем отсутствует неслучайная составляющая. Для простоты 
также будем считать, что среднее его значение равно нулю (оче-
видно, ряд остатков регрессионной модели удовлетворяет этим 
условиям). 

Если ряд является стационарным, то в каждый следующий 
момент времени его значение «стремится вернуться к нулевому 
среднему». Иными словами, если мы будем объяснять значение 

yt предыдущим значением yt–1, то объясненная часть 
t
y€  будет 

находиться ближе к нулю, чем значение yt–1. 
Математически строго это условие можно сформулировать 

следующим образом: рассмотрим регрессионную модель 

                                .
1 ttt

yy �+�=
−

 (8.63) 

Истинное значение параметра � должно удовлетворять условию 

.1<�  В случае, если �=1, мы имеем ситуацию, когда последующее 

значение одинаково легко может как приближаться к нулевому 
среднему, так и отдаляться от него. Соответствующий случайный 
процесс называется «случайным блужданием». Очевидно, дисперсия 
в этом случае растет. В самом деле, из равенства (8.63) имеем: 

( ) ( ) ,

2

1 ttt
yDyD �+=

−

 

т. е. дисперсия D(yt) неограниченно возрастает, а значит, ряд yt 
не является стационарным. 

Разумеется, в случае 1>�  ряд тем более не будет стацио-

нарным, значения его стремительно нарастают. Соответствую-
щий процесс иногда называется взрывным. Однако в реальных 
экономических задачах он никогда не возникает. 

Практика показывает, что чаще всего в эконометрических 
исследованиях нестационарность рассматриваемого временного 
ряда носит именно характер случайного блуждания. Таким обра-
зом, вопрос о нестационарности ряда yt, как правило, сводится 

к следующему: верно ли, что в регрессии 
ttt

yy �+�=
−1

 истинное 

значение параметра � равно единице? Соответствующая задача 
называется проблемой единичного корня. 

Итак, пусть имеется временной ряд yt. Рассмотрим модель 
авторегрессии 

                                .
1 ttt

yy �+�=
−

  (8.64) 
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Будем предполагать, что ошибки регрессии 
t

�  независимы и

одинаково распределены, т. е. образуют белый шум. Переходя к 
разностным величинам, перепишем соотношение (8.64) в виде: 

                                 ttt
yy �+�=�

−1
, (8.65) 

где .1,
1

−�=�−=�
−ttt

yyy  

Тогда проблема единичного корня сводится к следующей: 
верно ли, что в модели (8.65) истинное значение параметра � 
равно нулю? 

На первый взгляд кажется, что вопрос может быть решен 
тестированием гипотезы �=0 с помощью статистики Стьюдента 
(§ 3.6). Однако ситуация оказывается сложнее. В том случае, 
если ряд yt на самом деле нестационарный, т. е. если на самом 

деле �=0, стандартная t-статистика вида �/t
�

= � �

�

 не имеет рас-

пределения Стьюдента! 
Распределение t-статистики в этом случае описано Дики и 

Фуллером. Ими же получены критические значения для отвер-
жения гипотезы о нестационарности ряда. Они существенно от-
личаются от критических значений распределения Стьюдента. В 
результате оказывается, что использование обычного t-теста 
приводит к тому, что гипотеза о нестационарности временного 
ряда отвергается слишком часто, в том числе и тогда, когда ряд 
действительно является нестационарным. 

Таким образом, проблему единичного корня следует решать 
с помощью теста Дики—Фуллера, который реализован в боль-
шинстве современных регрессионных пакетов. В «Econometric 
Views» присутствует так называемый пополненный тест Дики—
Фуллера (Augmented Dickey—Fuller test — ADF). Он является обоб-
щением обычного теста Дики—Фуллера: в правую часть выра-

жения (8.65) добавляются слагаемые вида ,...,,

1 �tt
yy

−−

��  т. е. 

тестируется гипотеза � = 0 для модели 

....

111 tptpttt
yyyy �+��++��+�=�

−−−

 

Это соответствует тому, что вместо уравнения (8.64) мы рас-
сматриваем уравнение 

                     yt = �yt–1+�2yt–2 + … + �p+1yt–p–1,

т. е. пытаемся идентифицировать ряд как авторегрессионный 

порядка p+1. Добавление приращений 
1−

�
t
y  производится для 

того, чтобы с возможно большей достоверностью избавиться от 
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автокорреляции ошибок. (Напомним, что распределение Дики—
Фуллера t-статистики имеет место лишь в том случае, если 
ошибки являются белым шумом!) Однако добавление прираще-
ний в правую часть снижает мощность теста Дики—Фуллера. 

Что делать в том случае, если ряд yt оказался нестационар-
ным? Часто при этом оказывается, что стационарным является 
ряд приращений �yt. 

Если ряд �yt является стационарным, то исходный неста-
ционарный ряд yt называется интегрируемым (или однородным). 
В более общем случае нестационарный ряд yt называется интег-
рируемым (однородным) k-го порядка, если после k-кратного пе-
рехода к приращениям 

1

11

−

−−

−=

t

k

t

k

t

k

ydydyd , 

где 
tt
yyd �=

1 , получается стационарный ряд .

t

k

yd  

Если при этом стационарный ряд 
t

k

yd  корректно идентифи-

цируется как ARMA(p, q), то нестационарный ряд yt обозначается
ARIMA(p, q, k). Модель ARIMA(p, q, k) означает модель авторегрес-
сии — проинтегрированной скользящей средней (AutoRegressive Inte-
grated Moving Average model) порядков p, q, k и известна как мо-
дель Бокса—Дженкинса. Эта модель может достаточно успешно 
описывать поведение нестационарных временных рядов (в том 
числе содержащих сезонную и(или) циклическую компоненты), 
что позволяет эффективно использовать ее в задачах кратко- и 
среднесрочного автопрогноза. Процедура подбора модели 
ARIMA реализована во многих эконометрических пакетах. 

Другим приемом устранения нестационарности является ко-
интеграция нескольких нестационарных рядов в некоторую ста-
ционарную линейную комбинацию. Опишем эту процедуру на 
простом примере двух нестационарных рядов. 

Нестационарные ряды xt и yt называются коинтегрируемыми, 

если существуют числа 
1

�  и 
2

� такие, что ряд 
tt
yx

21
�+�  явля-

ется стационарным. Так как умножение на ненулевой множи-
тель, очевидно, не влияет на стационарность, для коинтегри-

руемых рядов существует стационарный ряд вида 
tt
xy �− . 

Оказывается, если ряды xt и yt на самом деле являются коин-
тегрируемыми, то состоятельная оценка параметра � получается 
как оценка обычного метода наименьших квадратов, применен-
ного к модели 

                             �+�=
tt
xy . (8.66) 
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Казалось бы, что раз так, то вопрос о наличии коинтеграции 
может быть решен следующим образом. Методом наименьших 

квадратов оценивается уравнение (8.66) и к ряду �

t ty x−�  при-

меняется тест Дики—Фуллера. 
Однако оказывается, что тест Дики—Фуллера в этом случае 

неприменим! При его использовании гипотеза о нестационарно-
сти комбинации будет отвергаться слишком часто. На самом деле 
критические значения для t-статистики в этом случае другие. Они 
были оценены методом симуляции (методом Монте-Карло, см. 
гл. 13). Сравнение наблюдаемого значения t-статистики с этими 
уточненными оценками критических значений составляет суть 
коинтеграционного теста (Cointegration Test), который также, как 
правило, реализуется в эконометрических пакетах. 

Подробнее вопросы, связанные с нестационарными времен-
ными рядами, изложены в [1], [18]. 

Упражнения

8.1. Оценивается модель Y = �X + � обычным методом наи-
меньших квадратов. Получается уравнение вида 

1 2

0 3

� , .

( , )

y x=

 

Известно, однако, что измерения регрессора Х производятся 
с ошибками, дисперсия которых оценивается как 10. Можно ли 
при этом считать, что истинное значение коэффициента � по-
ложительно, если: а) дисперсия Х равна 100; б) дисперсия Х 
равна 10? 

8.2. Для оценки лагового уравнения yt = �yt–1 + �t применен 
обычный метод наименьших квадратов и получено уравнение 

1
0 9 1 95

0 1

� , , , .

( , )

t ty y d
−

= =

Cчитается, что ошибки регрессии представляют собой ста-
ционарный авторегрессионный процесс первого порядка. Мож-
но ли сделать вывод, что коэффициент � : а) больше 0,5;  
б) больше 0,7? Объем выборки достаточно велик. 

8.3. Рассматривается модель парной регрессии 

                                  Y = X� +�.  (8.67)
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В следующей таблице приводятся данные наблюдений пере-
менных X, Y и инструментальной переменной Z: 

 

i
ix

y
i zi i xi yi zi

1 10,0 20,5 11,0 7 11,5 23,2 11,5 

2 10,1 20,6 10,1 8 11,1 22,4 11,1 

3 10,2 20,6 10,2 9 11,5 23,9 11,5 

4 10,3 21,5 10,3 10 10,2 20,7 10,2 

5 11,0 22,2 11,0 11 10,1 21,1 10,1 

6 11,6 23,4 11,6 12 11,9 24,3 11,9 

 
Найти оценки параметра �, применяя к уравнению (8.67) 

обычный метод наименьших квадратов и метод инструменталь-
ных переменных. 

8.4. После приведения модели адаптивных ожиданий к лаги-
рованной модели и ее оценки методом наименьших квадратов 
получено уравнение: 

1
1 2 0 2 0 3� , , ,t t ty x y

−

= + + . 

Найти оценки параметров исходной модели адаптивных 
ожиданий. 

8.5. Методом наименьших квадратов получено следующее 
уравнение: 

1
2 0 2 0 1

0 03 0 04

� , , .

( , ) ( , )

t t ty x y
−

= − +

 

Значение статистики Дарбина—Уотсона d = 1,9. Какой сле-
дует сделать вывод о наличии автокорреляции в модели? 
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Глава 9

Системы одновременных уравнений 

9.1. Общий вид системы

одновременных уравнений.

Модель спроса и предложения 

Одной из причин коррелированности регрессоров со случай-
ными членами могут служить факторы, действующие одновре-
менно и на сами регрессоры, и на объясняемые переменные при 
фиксированных значениях регрессоров. Иными словами, в рас-
сматриваемой экономической ситуации значения объясняемых 
переменных и регрессоров формируются о д н о в р е м е н н о  
под воздействием некоторых в н е ш н и х  факторов. Это озна-
чает, что рассматриваемая модель не полна: ее следует допол-
нить уравнениями, в которых объясняемыми переменными вы-
ступали бы сами регрессоры. Таким образом, мы приходим к 
необходимости рассматривать системы одновременных или рег-

рессионных уравнений. 

Классическим примером является одновременное формиро-
вание спроса Qd и предложения Q s товара в зависимости от его 
цены P : 

                               
1321
�+�+�+�= IPQ

d

;

                                    
254
�+�+�= PQ

s

.

(9.1) 

Здесь I — доход. 
Если предположить, что рынок находится в состоянии равно-

весия, то в равенствах (9.1) следует положить Qd = Qs = Q. В 
этом случае наблюдаемое значение Р — это цена равновесия, ко-
торая формируется о д н о в р е м е н н о  со спросом и предло-
жением. Таким образом, мы должны считать Р и Q объясняемыми 
переменными, а величину дохода I — объясняющей переменной. 
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Разделение ролей между переменными в системе одновре-
менных уравнений может быть проинтерпретировано следую-
щим образом: переменные Q и Р формируют свои значения, 
подчиняясь уравнениям (9.1), т.е. в н у т р и  модели. Такие пе-
ременные называются эндогенными. Между тем переменная I счи-
тается в уравнениях (9.1) заданной, ее значения формируются 
в н е  м о д е л и. Такие переменные называются экзогенными. 

С математической точки зрения, главное отличие между эк-
зогенными и эндогенными переменными заключается в том, что 
экзогенные переменные не коррелируют с ошибками регрессии, ме-
жду тем как эндогенные могут коррелировать (и, как правило, 
коррелируют). Естественно предположить, что схожие случай-
ные факторы действуют как на цену равновесия, так и на спрос 
на товар. Причинная зависимость между переменными и приво-
дит, очевидно, к коррелированности их со случайными членами. 

Набор экзогенных переменных может быть различным. Так, 
например, в модели спроса и предложения в качестве экзоген-
ных переменных к доходу могут быть добавлены процентная 
ставка, временной тренд и т. д. 

Приведем общий вид системы одновременных уравнений. 
Пусть Y1,…, Ym — эндогенные переменные, X1,…, Xl — экзоген-
ные переменные. Введем блочные матрицы B и Г вида: 
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Тогда общий вид системы одновременных уравнений пред-
ставляется в матричной форме как 

                                                    BY + ГХ = �, (9.2)

где                 
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Кроме регрессионных уравнений (они называются также по-

веденческими уравнениями) модель может содержать тождества, 
которые представляют собой алгебраические соотношения меж-
ду эндогенными переменными. 
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Например, для модели формирования спроса и предложения 
и цены равновесия имеем два поведенческих уравнения (9.1) и 
одно тождество Q s=Qd .  

Тождества, вообще говоря, позволяют исключить некоторые 
эндогенные переменные и рассматривать систему регрессион-
ных уравнений меньшей размерности. Так, в модели спроса и 
предложения можно положить Q s = Qd = Q и рассматривать 
структурную форму (9.2), где1 

�
�

�

�

�
�

�

�

=

P

Q

Y ; ;

1

�
�

�

�

�
�

�

�

=

I

X   ;

2

1

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

=�  

�
�

�

�

�
�

�

�

�−

�−

=

5

2

1

1

B ; 
�
�

�

�

�
�

�

� �−

�−

�−

=

0

�

3

4

1

. 

В настоящей главе мы ограничимся случаем двух уравнений 
с двумя эндогенными переменными. Это не приведет ни к ка-
кой содержательной потере — все необходимые аспекты теории 
можно проследить на этом простейшем случае. В то же время 
такое ограничение позволит нам избежать излишней громоздко-
сти в вычислениях. 

Очевидно, что мы всегда можем выделить в левой части сис-
темы эндогенные переменные, т. е. записать уравнения в виде: 

                              
1211111
�+�+�+�= YXY ; (9.3)

                              
2122222
�+�+�+�= YXY . (9.4)

Наборы переменных Х1 и Х2 могут быть произвольными. Па-
раметры �, вообще говоря, векторные. Если применить к урав-
нениям (9.3), (9.4) обычный метод наименьших квадратов, то, 
как показано в главе 8, получатся несостоятельные оценки па-
раметров ��, �, �. Таким образом, оценивание систем одновре-
менных уравнений требует специальных методов, которым и по-
священа настоящая глава. 

9.2. Косвенный метод наименьших квадратов 

В основе предлагаемого метода лежит простая идея. По-
скольку препятствием к применению метода наименьших квад-

1 В матрице-столбце Х единица означает фиктивную переменную, умножаемую 

на свободные члены уравнений системы. 
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ратов является коррелированность эндогенных переменных со 
случайными членами, следует разрешить систему уравнений от-
носительно Y, так, чтобы в правых частях уравнений оставались 
только экзогенные переменные Х. Очевидно, что для уравнений 
(9.3), (9.4) это всегда можно сделать. Затем применить обычный 
метод наименьших квадратов к полученным уравнениям и полу-
чить оценки некоторых выражений от исходных параметров, из 
которых потом найти оценки и самих параметров. 

Такая процедура называется косвенным методом наименьших 

квадратов. Продемонстрируем его на примере системы (9.3)—(9.4). 
Разрешая уравнения (9.3)–(9.4) относительно Y1, Y2, запи-

шем уравнения в виде: 

                          
1211111

�+++= �cXbaY , 

                          
2221222

�+++= �cXbaY . 
(9.5) 

где 
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(9.6) 

(индекс t для простоты опущен). 
Для дальнейшего упрощения будем считать, что переменные 

Y отцентрированы, т. е. a = 0. (При практическом применении 
метода это абсолютно несущественно.) Применив к (9.5) обычный 
метод наименьших квадратов, получим оценки параметров b, c. 
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(9.7) 
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где �
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xti, xtj, yti, ytj — значения переменных Xi, Xj, Yi, Yj. 

Между тем равенства (9.6) позволяют о д н о з н а ч н о  
выразить исходные параметры �, �, �  через a, b, c: 
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 (9.8) 

Таким образом, используя (9.6), получаем: 
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(9.9) 

Оценки (9.8) называются оценками косвенного метода наимень-
ших квадратов. В отличие от оценок прямого применения метода 
наименьших квадратов оценки (9.9) с о с т о я т е л ь н ы. 

Рассмотрим пример исследования системы (9.3)–(9.4). Пусть 
имеются данные по n = 200 наблюдениям переменных. 

На рис. 9.1 приведены гистограммы и основные числовые 
характеристики соответствующих выборок. 
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Применим сначала обычный метод наименьших квадратов. 
Получим следующие результаты: 

1 1 2
3153 451 15 73 1 2

5 127 0 687 0 001

2� , , , ; 1,894,� 0,9999;

( , ) ( , ) ( , )

y x y d R= + − = =

     

2 2 1
2606 23 12 88 0 83

1 75 0 581 0 001

2� , , , ; 1,893,� 0,9999.

( , ) ( , ) ( , )

y x y d R= + − = =

В обоих случаях мы имеем практически стопроцентную под-
гонку: коэффициент детерминации равен единице с точностью 
до четвертого знака. Однако, как мы знаем, полученные оценки 
несостоятельны, и, следовательно, их значения могут заметно 
отклоняться от истинных значений параметров. 

Применим теперь косвенный метод наименьших квадратов: 
оценим регрессионную зависимость Yi по Х1 и Х2: 

1 1 2
2242 755 471 19 241 07

361 2 19 04 28 83

2� , , , ; 1,96,� 0,778,

( , ) ( , ) ( , )

y x x d R= + − = =

2 1 2
727 7 376 37 201 29

297 35 15 67 23 74

2� , , , ; 1,96,� 0,769,

( , ) ( , ) ( , )

y x x d R= − + = =

Таким образом, получаем: 

      b1 = 471,19; c1 = –241,07; b2 = –376,37; c2 = 201,29;

                                    a1 = 2242,755;  a2 = 727,7, 
(9.10) 

откуда, используя (9.8), получаем: 

        �1 = 3114,286; ��2 = 2519,134; �1 = 20,43; �2 = 8,73; 

                                      �1 = –1,198; �2 = –0,8. 
(9.11) 

Как видно, полученные таким образом оценки заметно отли-
чаются от полученных прямым методом наименьших квадратов. 

9.3. Проблемы идентифицируемости 

В рассмотренном примере уравнения (9.6) были однозначно 
разрешимы относительно исходных параметров, что позволило 
найти их состоятельные оценки. Очевидно, что такая ситуация 
имеет место не всегда. Рассмотрим эту проблему более подробно. 
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Форма (9.2) называется структурной формой системы урав-
нений. В случае двух уравнений с двумя неизвестными струк-
турной формой будем называть также уравнения (9.3)–(9.4). 
Параметры структурной формы называются структурными па-
раметрами. Форма (9.5) называется приведенной формой системы. 
Параметры приведенной формы оцениваются с помощью мето-
да наименьших квадратов. Однако экономический смысл и ин-
терес для анализа представляют параметры структурной формы. 
Именно структурная форма раскрывает экономический меха-
низм формирования значений эндогенных переменных. 

Структурный параметр называется идентифицируемым, если 
он может быть однозначно оценен с помощью косвенного метода 
наименьших квадратов. 

Уравнение идентифицируемо, если идентифицируемы все вхо-
дящие в него структурные параметры. 

Структурный параметр называется неидентифицируемым, ес-
ли его значение невозможно получить, даже зная т о ч н ы е  
з н а ч е н и я  параметров приведенной формы. Наконец, пара-
метр называется сверхидентифицируемым, если косвенный метод 
наименьших квадратов дает несколько различных его оценок. 

Пусть, например, в рассматриваемой модели мы предполага-
ем, что переменная Y1 зависит от двух экзогенных переменных 
Х1, Х2, между тем как динамика Y2 определяется только эндо-
генной переменной Y1, т. е. система уравнений имеет вид: 

 

                 
121221111
�+�+�+�+�= YXXY ,

                  
22

�=Y                    +
12
Y� .

(9.12) 

В приведенной форме уравнения (9.12) имеют вид (9.5), где 
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1

1 ��−

�

=b ,   

21
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��

=b ,

                         

21
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�

=� ,   

21
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��

=� ,

(9.13) 

что может быть переписано в виде 

                                      

1

21

1

1

b=

��−

�

,    

1

21

2

1

�=

��−

�

, (9.14) 
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2

1

2

2

�

�

b

b

==� . (9.15)
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Очевидно, что три коэффициента �1, �2, �1 не могут быть най-
дены из двух уравнений (9.14). Это означает, что существует 
бесконечное множество их возможных значений, приводящих к од-
ной и той же приведенной форме. Такие коэффициенты называ-
ются неидентифицируемыми и, соответственно, неидентифици-

руемым называется уравнение, содержащее эти параметры. 
В то же время для определения �2 мы имеем две различные 

возможности, задаваемые соотношением (9.15). При этом заме-
тим, что необходимо выполнение равенства 

                                   
1

2

1

2

�

�

b

b

= . 

Но хотя это равенство выполняется для истинных (неизвест-
ных) значений параметров с и b, для их оценок оно, конечно, 
выполняться не будет. 

В качестве примера рассмотрим модель (9.12) с данными из 
примера 1 (см. § 9.2). Оценки параметров приведенной модели 
имеют значения (9.10). 

Отсюда имеем: 

8,0

1

2

−=

b

b

; 
1

2

�

�

=–0,835. 

Параметр, для которого существует несколько способов вы-
ражения через коэффициенты приведенной формы, является сверх-
идентифицируемым. Таков параметр �2 из рассматриваемого 
примера. Для сверхидентифицируемого параметра имеется не-
сколько, вообще говоря, различных оценок. 

Заметим, что проблема сверхидентифицируемости — это 
п р о б л е м а  к о л и ч е с т в а  н а б л ю д е н и й: с увеличе-
нием объема выборки все различные состоятельные оценки па-
раметра стремятся к одному и тому же истинному значению. 
Между тем проблема неидентифицируемости — это п р о -
б л е м а  с т р у к т у р ы  модели. Неидентифицируемость не 
исчезает с ростом количества наблюдений и означает, что суще-
ствует бесконечное число структурных моделей, имеющих одну 
и ту же приведенную форму. 

Неидентифицируемость вовсе не является редким явлением. В 
самом деле для идентифицируемости, грубо говоря, надо, чтобы 
количество оцениваемых структурных параметров было бы равно 
количеству оцененных параметров приведенной формы. Очевидно, 
однако, что в общем случае структурных параметров больше. 

Очевидно, неидентифицируемость модели означает, что кос-
венный метод наименьших квадратов неприменим. В после-
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дующих параграфах мы рассмотрим другие методы оценивания 
систем одновременных уравнений. 

9.4. Метод инструментальных переменных 

Метод инструментальных переменных (см. главу 8) — один из 
наиболее распространенных методов оценивания уравнений, в 
которых регрессоры коррелируют со свободными членами. 
Именно это явление оказывается характерным для систем одно-
временных уравнений. Мы рассмотрим отдельно два случая — 
идентифицируемой и неидентифицируемой системы. 

1. Система идентифицируема. 
Рассмотрим модель (9.5). Для ее коэффициентов метод наи-

меньших квадратов дал оценки (9.8). Легко увидеть, что эти 
оценки совпадают с оценками, полученными методом инстру-
ментальных переменных для уравнений 

.

;

2122222

1211111

�+�+�+�=

�+�+�+�=

XXY

XXY

(9.16) 

Таким образом, экзогенные переменные Х1 и Х2 используют-
ся как инструментальные для переменных Y1, Y2. Этот результат, 
полученный нами в § 9.2, верен и в общем случае: 

Если при оценке идентифицируемого уравнения в качестве ин-

струментальных переменных используются экзогенные переменные, 

то получаемые при этом оценки совпадают с оценками косвенного 

метода наименьших квадратов. 
Из этого следует, что косвенный метод наименьших квадратов 

является частным случаем метода инструментальных переменных. 

На практике метод инструментальных переменных применяется 
в форме двухшагового метода наименьших квадратов, подробно 
описанного в главе 8. А именно, в качестве инструментальных 
переменных используются объясненные (прогнозные) значения 

21

~

,

~

��  переменных Y1, Y2, полученные при оценивании приве-

денной формы. Затем эти значения подставляются в правую 
часть структурной формы (9.5). 

Если система идентифицируема, и количество экзогенных пе-

ременных Х совпадает с количеством эндогенных переменных Y, 

оценки двухшагового метода совпадают с оценками косвенного 

метода наименьших квадратов. 
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Процедура двухшагового метода наименьших квадратов реа-
лизована в большинстве компьютерных пакетов. Так, при ис-
следовании модели из § 9.2 при применении этого метода полу-
чились бы уравнения: 

     

1 1 2
3114 286 20 43 1 198

462 53 57 53 0 14

2� , , , ; 1,96,� 0,778,

( , ) ( , ) ( , )

y x y d R= + − = =
�

2 2 2
2519 134 8 73 0 8

326 42 25 2 0 08

2� , , , ; 1,96,� 0,769.

( , ) ( , ) ( , )

y x y d R= + − = =
�

Как и следовало ожидать, полученные оценки совпадают с 
оценками (9.11), полученными косвенным методом наименьших 
квадратов. 

2. Система неидентифицируема. 
В этом случае метод инструментальных переменных, вообще 

говоря, тоже применим, однако для его использования необходи-
мо располагать «внешними» инструментальными переменными — 
экзогенных переменных не хватает. (Очевидно, это не что иное, 
как другая интерпретация неидентифицируемости модели.) 

Предположим, имеется избыток инструментальных перемен-
ных в количестве l, и имеется возможность использовать их раз-
личные наборы. В этом случае двухшаговый метод наименьших 
квадратов предоставляет оптимальный выбор. Пусть {Z} — набор 
инструментальных переменных (как «внутренних», экзогенных, так 

и «внешних»). Пусть �

iY  — проекции эндогенных переменных на 

пространство Z (для их получения следует осуществить регрессию 

1

�

l

i i ij j

j

Y a b Z
=

= +�  

обычным методом наименьших квадратов). Очевидно, перемен-

ные �

iY  представляют собой линейные комбинации инструмен-

тальных переменных, наиболее тесно коррелирующих с пере-
менными Yi. 

Замену в структурной форме системы Yi на �

iY иногда назы-

вают «очищением» эндогенной переменной. При этом удаляется та 
«часть» переменной, которая коррелирует с ошибками регрессии. 

В качестве примера рассмотрим модель 

                              
12111
�+�+�+�= YXY ; 

                              
21222
�+�+�= YY  
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с инструментальными переменными Z1 и Z2. На рис. 9.2 пред-
ставлены графические изображения соответствующих времен-
ных рядов. 
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Рис. 9.2 

Применяя к модели обычный метод наименьших квадратов, 
получаем оценки 

                 
1

4 837� , ;� =   0 263
� ,� = ;  

1
0 206� , ;� =  

               
2

1 116� , ;� =                    
2

0 385� , ,� =

(9.17) 
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которые, как известно, несостоятельны, и, следовательно, их 
значения могут существенно отличаться от истинных значений 
параметров. Применим теперь метод инструментальных пере-
менных, выбрав в качестве инструментальных переменные X, Z1,
Z2. Полученные при этом оценки имеют вид: 

                       
1

3 65� , ;� = 0 239
� ,� = ;

1
0 518� , ;� =

                       
2

1 795� – , ;� =               
2

0 675� ,� =

(9.17�) 

и, как видно, значительно отличаются от оценок (9.17). Наи-
лучшие оценки можно получить с помощью двухшагового мето-
да наименьших квадратов. Они имеют вид: 

                  
1

3 632� , ;� = 0 241
� ,� = ;

1
0 522� , ;� =

                  
2

1 783� – , ;� =                 
2

0 675� , .� =

9.5. Одновременное оценивание регрессионных  
уравнений. Внешне не связанные уравнения 

Косвенный метод наименьших квадратов по сути сводится к 
оцениванию по отдельности уравнений приведенной формы. 

                                   
11111

�++= �baY , (9.18) 

                                   
22222

�++= �baY . (9.19)

При этом, вообще говоря, Cov(�1,�2) � 0. Отсюда следует, что 
эффективность оценивания можно повысить, если объединить 
уравнения (9.18), (9.19) в одно и применить к нему обобщенный 
метод наименьших квадратов. 

Пусть 

               
�

�

�

�

�

�

=

2

1

0

0

X

X

X ; 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

2

1

...

Y

Y

Y ; 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=�

2

1

... ; 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=�

2

1

... . 

Тогда уравнения (9.18)—(9.19) можно записать в виде: 

                                      	+�= XY . (9.20) 

Пусть  

     �11 = Сov(�1, v1), ��12 = Cov(�1, �2), �22 = Cov(�2, �2). (9.21) 
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�Если уравнения (9.18), (9.19) по отдельности удовлетворяют 
условиям классической модели, матрицы �ij — скалярные. 

Тогда 

�

��

��

�

�

�

�

�

�

=

2212

1211

 

есть ковариационная матрица ошибок регрессии уравнения 
(9.20). Соответственно, оценка обобщенного метода наимень-
ших квадратов уравнения (9.20) имеет вид (7.7): 

b* = (X � �–1X)–1X � �Y.

Для практического применения обобщенного метода наи-
меньших квадратов следует оценить матрицу �. Это можно сде-
лать, применив метод наименьших квадратов сначала к уравне-
ниям (9.18), (9.19) по отдельности, найти остатки регрессии и 
принять в качестве оценок матриц �ij выборочные ковариации 
�Cov( , )i je e . Очевидно, эти оценки будут состоятельными. 

Применяя метод одновременного оценивания, можно повы-
сить эффективность косвенного метода наименьших квадратов. 
Заметим, однако, что если наборы экзогенных переменных в обоих 
уравнениях совпадают, то оценка одновременного оценивания сов-
падает с оценкой метода наименьших квадратов, примененного к 
уравнениям по отдельности. Так, для рассмотренного в § 9.4 
примера одновременное оценивание не улучшит качество кос-
венного метода наименьших квадратов (или, что в данном слу-
чае то же самое, двухшагового метода наименьших квадратов). 

Процедура одновременного оценивания регрессионных урав-
нений системы как внешне не связанных реализована в стан-
дартных компьютерных пакетах. В западных эконометрических 
пакетах соответствующий метод оценивания называется Seemingly 
Unreleased Regression (SUR) (внешне не связанные уравнения). 

Рассмотрим пример из гл. 8. Там была рассмотрена модель 
вида 

                                               Y = �� + �X + �,�  (9.22) 

где Х — стоимость полуфабриката; Y — цена конечной продукции.  
Применяя метод инструментальных переменных, получили 

следующее уравнение: 

                                         

�y =16,72 + 1,408х.  (9.23) 
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В этой главе мы усложним модель, составив систему регрес-
сионных уравнений. Будем считать, что стоимость полуфабриката 
Х зависит от суммы цен на сырье, т.е. от величины W = Z1 + Z2 
(предполагается, что оба вида сырья расходуются в равной про-
порции — очевидно, это не есть ограничение, а лишь вопрос 
выбора единиц измерения). Пусть также Z — обобщенный фак-
тор производства конечного продукта. Следующая диаграмма 
показывает выборочное распределение признака Z. 
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Рис. 9.3 

Рассмотрим модель вида 

                                         X = �1 + �1W + �1, 

                                     Y = �2 + �2 Z + �X + �2. (9.24) 

При этом �1, �2 коррелируют (на них действуют общие факто-
ры, связанные со стоимостью перевозок), так что X — эндогенная 
переменная. Приведенная форма системы (9.24) имеет вид: 

                                     X = �1 + �1 W + �1, 

                            Y = (�2+��1) + �2Z + ��1W + (��1 + �2). (9.25) 

Косвенный метод наименьших квадратов (уравнения (9.25) 
оцениваются по отдельности) дает следующие значения оценок: 

1
�� = 19,31; 

1

�

�  = 1,77; 

�                                 
2

�� = 18,0;   
2

�

�  = 0,55;  (9.26) 

�� = 1,325. 

Теперь оценим уравнения (9.25) одновременно как внешне 
не связанные. Результатом оказываются следующие уравнения: 

�� = 19 31 1 77

2
, , , 1,9, � 0,984W d R+ = = ;

                          (6,98)    (0,03)  

44 0 077 2 47

2� , , , 2,0, � 0,97.y Z W d R= + + = =

                  (13,01) (0,1)   (0,06) 
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Отсюда получаем следующие значения оценок: 

                           
1

�� = 19,31;   
1

�

� = 1,77; 

                           
2

�� = 17,0;    
2

�

� = 0,08; 

                            �� = 1,40. 

(9.27)

Очевидно, мы должны считать оценки (9.27) более точными. 

Заметим при этом, что коэффициент 
2

�

� незначим. 

9.6. Трехшаговый метод наименьших квадратов 

Наиболее эффективная процедура оценивания систем рег-
рессионных уравнений сочетает метод одновременного оцени-
вания и метод инструментальных переменных. Соответствую-
щий метод называется трехшаговым методом наименьших квад-
ратов. Он заключается в том, что на первом шаге к исходной 
модели (9.2) применяется обобщенный метод наименьших квад-
ратов с целью устранения корреляции случайных членов. Затем 
к полученным уравнениям применяется двухшаговый метод наи-
меньших квадратов. 

Очевидно, что если случайные члены (9.2) не коррелируют, 
трехшаговый метод сводится к двухшаговому, в то же время, 
если матрица В — единичная, трехшаговый метод представляет 
собой процедуру одновременного оценивания уравнений как 
внешне не связанных. 

Применим трехшаговый метод к рассматриваемой модели 
(9.24): 

�1=19,31;   �1=1,77;   �2=19,98;  �2=0,05;   �=1,4. 

           (6,98)        (0,03)      (4,82)        (0,08)   (0,016) 

Так как коэффициент �2 незначим, то уравнение зависимо-
сти Y от Х имеет вид: 

                                                     

�y =16,98 + 1,4х. 

Заметим, что оно практически совпадает с уравнением (9.23). 
Как известно, очищение уравнения от корреляции случай-

ных членов — процесс итеративный. В соответствии с этим при 
использовании трехшагового метода компьютерная программа 
запрашивает число итераций или требуемую точность. Отметим 
важное свойство трехшагового метода, обеспечивающего его 
наибольшую эффективность. 
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При достаточно большом числе итераций оценки трехшагового 
метода наименьших квадратов совпадают с оценками максималь-
ного правдоподобия. 

Как известно, оценки максимального правдоподобия на 
больших выборках являются наилучшими. 

9.7. Экономически значимые примеры систем
одновременных уравнений 

Здесь мы рассмотрим к л а с с и ч е с к и е  п р и м е р ы  
систем уравнений, которые подробно изучаются в стандартных 
экономических курсах. 

1. Кейнсианская модель формирования доходов: 

                             Сt = �� + �Yt + ��t , (9.28)

                                        Yt = Ct + It , (9.29)

где Y, C, I соответственно представляют собой совокупный вы-
пуск, объем потреблений и инвестиций. Здесь I рассматривается 
как экзогенная переменная, а Y — как эндогенная. Хорошо из-
вестно, что такая модель описывает закрытую экономику без 
государственного вмешательства. 

Модель содержит одно поведенческое уравнение (9.28) и од-
но тождество (9.29). 

Очевидно, модель (9.28)—(9.29) является идентифицируемой. 
Ее приведенная форма имеет вид: 

�−

�

+

�−

+

�−

�

=

11

1

1

IY . 

2. Модель формирования спроса и предложения. 
В простейшем виде эта модель рассматривалась в § 9.1. 

Здесь мы рассмотрим некоторые ее модификации. 
У ч е т  т р е н д а. Если предположить, что привычки мед-

ленно меняются со временем, то в уравнение формирования 
спроса следует добавить временной тренд. Тогда модель будет 
иметь вид:  

                        
1321
�+�+�+�+�= tI�Q

d ;  (9.30) 
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                        .
254
�+�+�= �Q

s  (9.31) 

Приведенная форма записывается в виде: 

       

,

25

2215

25

5

25

53

25

4251

25

21

2525

3

25

41

�−�

��−��

+

�−�

��

+

�−�

��

+

�−�

��−��

=

�−�

�−�

+

�−�

�

+

�−�

�

+

�−�

�−�

=

tIQ

tI�

 (9.32) 

откуда следует, что система не является идентифицируемой. В 
то же время параметр �5 оказывается сверхидентифицируемым. 
В самом деле, записав уравнения регрессии в виде 

�� a bI ct= + + , 

�Q d eI ft= + + , 

легко заметить, что 
b

e

 и 
c

f

 дают оценку �5. 

У ч е т  н а л о г а. Предположим теперь, что продавцы това-
ра облагаются специальным налогом Т. Величина налога меня-
ется со временем и в выборке представлена временным рядом, 
т. е. является экзогенной переменной. Тогда уравнение спроса 
не меняется (спрос определяется лишь одной эндогенной пере-
менной — рыночной ценой товара), а в уравнение предложения 
добавляется соответствующий член. Тогда модель примет вид: 

1321
�+�+�+�= I�Q

d ; 

.

254
�+�+�+�= T�Q

s  

Очевидно, в этом случае модель будет идентифицируемой. 
Предположим теперь, что доход I считается постоянным на 

протяжении длительного времени. Тогда в уравнении спроса 
следует исключить переменную I, и получатся уравнения: 

                             ;
121
�+�+�= �Q

d   (9.33) 

                             .
254
�+�+�+�= T�Q

s   (9.34) 

Система (9.33)–(9.34), очевидно, не является идентифици-
руемой. К ней может быть применен метод инструментальных 
переменных. При этом одна экзогенная переменная Т, рассмат-
риваемая как инструментальная, позволяет, вообще говоря, 
идентифицировать только уравнение (9.33), в которое она не 
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входит. Для идентификации (9.34) требуется «внешняя» инстру-
ментальная переменная. 

Другим способом получить идентифицируемое уравнение 
формирования предложения оказывается ограничение на струк-
турные коэффициенты:  �5=–�. Смысл этого ограничения оче-
виден: мы считаем, что продавцы исходят из суммы, которую 
они получают после уплаты налога, т.е. Р*=Р–Т. Тогда система 
может быть переписана в виде: 

;
121
�+�+�= �Q

d

,
254
�+�+�=

�

�Q
s

и экзогенная переменная Т может быть использована как инст-
рументальная для идентификации обоих уравнений. 

Упражнения

9.1. Рассматривается система уравнений вида 

�

�

�

�+�=

�+�+�=

.

;

212

121

YY

YXY

 

Проверить, является ли данная система идентифицируемой. 
Изменится ли ответ, если в число регрессоров второго уравне-
ния включить: а) константу; б) переменную Х ? 

9.2. К системе двух уравнений вида 

                                 
�

�

�

�+�+�=

�+�+�=

212222

121111
;

Y�Y

YXY

 (9.35) 

применен косвенный метод наименьших квадратов. Для коэф-
фициентов приведенной формы 

;
122111

�++= XcXcY  

224132
�++= XcXcY  

получены следующие оценки с1=2,2, с2=0,4, с3=0,08, с4=–0,5. 
Найти оценки двухшагового метода наименьших квадратов, 

примененного к системе (9.35). 
9.3. При оценивании системы (9.35) двухшаговым и трехша-

говым методом наименьших квадратов получены одинаковые 
оценки. Будут ли оценки, полученные обычным методом наи-
меньших квадратов, состоятельными? 
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Глава 10

Проблемы спецификации модели 

К проблемам спецификации традиционно относят д в а  
т и п а  задач. Первый — это выбор структуры уравнения модели. 
Второй — это определение набора объясняющих переменных. В 
настоящей главе мы остановимся на проблемах второго типа, 
оставаясь в рамках линейных моделей. 

Формально с проблемами спецификации приходится сталки-
ваться постоянно при анализе модели, например, при тестиро-
вании гипотез о значимости тех или иных регрессоров. Однако, 
как мы увидим здесь, принятие или отвержение гипотезы само 
по себе не тождественно принятию решения, какую именно мо-
дель использовать. В частности, мы увидим, что для максималь-
но эффективного оценивания параметров при наиболее важных 
регрессорах вопрос о включении или невключении остальных 
регрессоров решается с помощью д р у г о г о  критерия, нежели 
простая проверка гипотезы об их незначимости. 

10.1. Выбор одной из двух классических моделей. 
Теоретические аспекты 

В этом параграфе мы рассмотрим проблемы спецификации 
классической модели, удовлетворяющей предпосылкам 1—6 (см. 
§ 4.2). Соответствующая задача может быть сформулирована 
следующим образом. Пусть регрессоры разделены на две группы 
— Х и Z, причем регрессоры Х являются важными, и параметры 
при них требуется оценить с максимально возможной точно-
стью, между тем, как регрессоры Z представляют значительно 
меньший интерес, и оценки соответствующих им параметров 
сами по себе для нас не важны. Следует выбрать одну из моде-
лей: 

                                                  Y = X � + Z�  + �;  (10.1) 

                                    Y = X � + �.  (10.2) 
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Модель (10.1) при решении задачи спецификации называют 
«длинной», а модель (10.2) — «короткой». При этом истинное 
значение коэффициента � в обеих моделях одно и то же. Имен-
но этот параметр нам и требуется оценить. 

Для того, чтобы сделать выбор между моделями (10.1) и 
(10.2), прежде всего надо определить к р и т е р и и  п р е д -
п о ч т е н и я. Таких критериев может быть два. 

1. В случае равенства коэффициентов �  нулю истинное зна-
чение параметра �  одно и то же, но значения оценок b, полу-
ченных с помощью метода наименьших квадратов из моделей 
(10.1), (10.2) будут различными. Следует предпочесть ту оценку, 
которая «ближе» к истинному значению. Такой характеристикой 
«близости» является средний квадрат отклонения 

µ(b) = М [(b – �)(b – �)�]. 

Заметим, что µ представляет собой квадратную матрицу по-
рядка р, где р — число регрессоров Х. (Напомним (см. § 12.8), 
что квадратная матрица А называется «большей», чем квадрат-
ная матрица В, если их разность А–В есть положительно опре-
деленная матрица.) 

Таким образом, из двух моделей (10.1), (10.2) следует выбрать 
ту, для которой получается оценка � с меньшей величиной µ. 

2. Пусть 
1

�
n
y

+
 — прогнозное значение, которое получается из 

модели для еще не наблюдаемых значений регрессоров. Величина 

М(
1

�
n
y

+
 – yn+1)2 может рассматриваться как средняя ошибка про-

гноза. Следует выбрать ту модель, для которой эта ошибка меньше. 
Можно показать, что критерии 1 и 2 (т.е. выбор модели по ми-

нимуму ( )bµ или 2

1 1
�( ) )
n n

� � y
+ +
− равносильны. Их условия запи-

сываются с помощью одного и того же соотношения, полученного 
Я. Магнусом в работе [18]. В настоящей главе мы приведем соот-
ветствующие результаты в несколько упрощенной форме. 

Пусть b1, g — оценки параметров �  и � , полученные с по-
мощью метода наименьших квадратов из модели (10.1); �2 — 
оценка �  из модели (10.2). Применение обычных формул (4.8) 
дает следующий вид этих оценок: 

                                   b1 = (X�MzX)–1X�MzY;  (10.3) 

                                                 g = (Z�MXZ)–1Z�MXY;  (10.4) 

                                   b2 = (X�X)–1X�Y, (10.5)

где МХ, МZ
 — матрицы вида: 
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                    MX = E – X (X �X)–1X �, MZ = E – Z (Z �Z)–1Z� (10.6)

(E — единичная матрица). Отметим, что матрицы MХ, MZ явля-
ются идемпотентными (см. § 12.8). 

Имеет место соотношение 

(X�M
Z
X)–1X �X – (X �X)–1X �Z � (Z �MXZ)–1Z �X = E, 

в справедливости которого легко убедиться непосредственно. 
Используя это соотношение, равенство (10.3) можно переписать 
в виде: 

b1 =(X�X)–1X �Y – (X �X)–1Z �(Z �MХZ)–1Z �MХY ,  

т. е. (см. (10.4)): 

                                               b1 = b2 – (X �X)–1 X �Z g. (10.7)

Обозначим (X� X)–1(X �Z) = b
zx. (Заметим, что вид матрицы b

zx 
такой же, как у оценки параметра эконометрической модели. 
При этом, однако, формально b

zx нельзя назвать оценкой, так 
как величины X, Z — н е с л у ч а й н ы е.) 

Перепишем равенство (10.7) в виде: 

                                              b2 = b1 + b
zx g. (10.8) 

Приведем теперь (опуская промежуточные вычисления) фор-
мулы для вычисления ковариационных матриц оценок b1, b2, g: 

( ) ( ) ];)()()([Cov
11112

1

−−−

−

�����+��= XXXZZMZZXXXXXb
�

 

                                        ( )
12

)(Cov
−

�
�= ZMZg

�
; (10.9) 

                                        ( ) 12

2
)(Cov
−

��= XXb , 

где �2 — дисперсия �i. 
Используя формулы (10.9), получаем: 

                         Cov(b1) = �Cov(b2)+b
zx (Cov (g)b �

zx. (10.10) 

Проанализируем полученные результаты (10.8) и (10.10). В 
силу выполнения условий классической модели оценка b1 в лю-
бом случае является несмещенной (и при � = 0, и при � 	 0). 
Между тем равенство (10.8) показывает, что если истинное зна-
чение �  не равно нулю, оценка b2 является смещенной со сме-
щением b

zх� . При этом явный вид смещения указывает на то, 
что оно будет положительным, если Z «одинаково направлены» 
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по отношению к Х и Z, и отрицательно в противоположном 
случае. 

В то же время равенство (10.10) означает, что оценка b1 в 
любом случае имеет бо́льшую ковариацию, чем оценка b2. 

Из формул (10.8)–(10.10) получаем: 

                                   µ(b1) — µ(b2)=b
zx 
b�

zx, (10.11) 

где 
                                        
�= Сov(g)– ���.  (10.12) 
Таким образом, мы можем сделать вывод: 
Если матрица (10.12) является положительно определенной, 

т. е. имеет только положительные собственные значения, то мо-
дель (10.2) лучше оценивает параметр �, даже если на самом деле 
верна модель (10.1).

Если матрица (10.12) имеет как положительные, так и отрица-
тельные собственные значения, то вопрос не решается столь од-
нозначно. Возможно, в этом случае имеет смысл предпочесть ко-
роткую модель (10.2), если след матрицы (10.12) положителен. 

Обратимся теперь к критерию минимальности ошибки про-

гноза. Пусть имеется наблюдение 
1

~

+n
x , т. е. (xn+1, zn+1) в случае 

модели (10.1) и xn+1 в случае модели (10.2). Прогнозные значе-
ния в этих случаях равны: 

                                     

1
�y = xn+1b1 + zn+1 g; (10.13) 

                                     

2
�y = xn+1 b2.  (10.14) 

Заметим, что случайная величина (10.13) имеет то же мате-
матическое ожидание, что и наблюдаемое значение случайной 
величины yn+1. Непосредственные вычисления дают следующие 
значения для средних ошибок прогноза: 

             M(
1
�y  – yn+1)2 = ��2 + ��2 xn+1(X�X)–1x �n+1 + �Cov(g)��, 

                 M(
2
�y  – yn+1)2 = �2 + ��2 xn+1(X�X)–1x �n+1 + � �����, 

где �  = xn+1bzx – zn+1.

Следовательно, 

                   M(
1
�y  – yn+1)2 — M(

2
��  – уn+1) = � 
 ��.  (10.15) 

где 
 — матрица (10.12). 
Таким образом, и здесь положительная определенность мат-

рицы (10.12) означает бо́льшую предпочтительность короткой 
модели (10.2) — даже, если истинное значение параметра � не 
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равно нулю. Если же матрица (10.12) имеет как положительные, 
так и отрицательные собственные значения, то можно выбрать 
«короткую» модель (10.2), если положителен след матрицы 
(10.12). 

Можно показать, что матрица вида (10.12) является положи-
тельно определенной в том и только том случае, если выполня-
ется условие: 

                                   � = �� (Cov (g))–1
�  < 1. (10.16) 

Таким образом, модель (10.2) оказывается с математической 
точки зрения предпочтительней модели (10.1), если выполняется 
условие (10.16).

10.2. Выбор одной из двух классических моделей.
Практические аспекты 

Величина �, стоящая в левой части равенства (10.16), зави-
сит от неизвестного параметра �, т. е. является н е н а б л ю -

д а е м о й, так что полученный в § 10.1 критерий еще не дает 
ответа на вопрос, как осуществлять альтернативный выбор меж-
ду моделями (10.1) и (10.2) на практике. 

В реальности же мы располагаем лишь значением оценки: 

                                                

1� �(Cov( )g g g
−

�� = .

Преобразуем величину �� . Для этого представим оценки g и 

�Cov( )g  в удобной для нас форме. Имеем: 

( ) )()(
1

1

�+�+���=��=
−

−

ZXMZZMZYMZZMZg
����

.

Непосредственно перемножая матрицы, легко убедиться, что 
имеет место равенство MХ X=0. Таким образом, получаем: 

                                      ���+�=
−

��
MZZMZg

1

)( . (10.17)

В то же время 
2

2 1

2

�
� �Cov( ) Cov( ) ( ) ,�g g Z M Z

−

�

�= = �

�

где 
1 12

1

�

e e

n p

�

� =

− −

— оценка параметра �2 (см. (4.21)). Здесь е1 — 

столбец остатков регрессии (10.1). Таким образом, используя 
равенство (10.17), получаем: 
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или                              

2

2

1
�

� �

B
�

�� = � + � + � �

� �

, (10.18) 

где                       ( )
2

1

;
�

� �ZM M Z� � �� = � � + � �

�

 

B=MХZ (Z �MХZ)–1Z �MХ. 

Можно показать, что величина � принимает с равной веро-
ятностью как положительные, так и отрицательные значения, в 

то время, как величина 
2

1

�

��� �

�

 принимает лишь положитель-

ные значения. Если число наблюдений n достаточно велико, 

значения �2 и оценки 2

�� , как правило, близки. Таким образом, 

используя равенство (10.18), мы можем считать малые значения 

наблюдаемой величины ��  достаточной предпосылкой малости и 

параметра � . В частности: 

Если ��<1, разумно предположить, что и �<1. (10.19) 

Оказывается, величина � /F l= �  (где l — число регрессоров Z) 

есть не что иное, как наблюдаемое значение статистики при 
обычном тестировании гипотезы о равенстве нулю коэффициен-
тов � в модели (10.1). Если параметр � на самом деле равен ну-
лю, F имеет распределение Фишера—Снедекора). 

В самом деле, явный вид этой статистики (см, например, [13]) 

                                          

( )2 2 1 1

2

1

�

e e e e
l

F

� �−

=

�

. (10.20) 

В то же время, используя (10.9), получаем: 

e2 = Y – Xb2 = Xb1 + Zg + e1 – Xb1 — Xb
zx g = e1 – MXZ g. 

Отсюда 

                              e2�e2 – e1�e1 = � �� 2 g �(Cov(g))–1g, (10.21) 

и утверждение доказывается подстановкой (10.21) в (10.20). 
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Таким образом, может быть предложен следующий подход к 
альтернативному выбору модели: выбирается некоторое значе-
ние с. Если наблюдаемое значение F-статистики меньше с, то 
предпочитается модель (10.2), если больше с — то модель (10.1). 

При этом пороговое значение с выбирается, вообще говоря, 

произвольно, как правило, в границах 
1

1

; ; ,l n p lc F
l

� − − −
< <  где 

обычно � = 0,05. 
Рассмотрим более подробно случай l = 1, т. е. имеется один 

регрессор Z, относительно которого ставится вопрос о включе-

нии или невключении его в модель. В этом случае �F = � . Ис-
пользуя (10.19), получаем следующий критерий предпочтения: 

В случае l = 1 (наличие одного «спорного» регрессора) модель 
(10.2) оказывается предпочтительней, чем модель (10.1), если на-
блюдаемое значение F-статистики при тестировании гипотезы 
� = 0 оказывается меньше 1. 

Получим еще одну формулировку приведенного критерия. 
Используем выражение (4.34�) для скорректированного коэффи-
циента детерминации R2 . 

Соответственно для регрессий (10.1), (10.2): 

1 1
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1

1

1

1

1

1
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e e
n p

R

y y
n

�

− −

= −

�

−

2 2
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1

1

1

1
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e e
n p

R

y y
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�

−

= −
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−

 

где y = Y – Y .

Отсюда 

         
( )

( )

( )

2

2 2 1 12 2

1 2

11

1

1

� �

nn e e e e
R R F

y y n p n p n p y y

− �� �� �−

− = − = −
� �

� �− − − −� 	

.(10.22) 

Таким образом, модель (10.2) оказывается предпочтительней 
модели (10.1), если скорректированный коэффициент детермина-
ции при удалении регрессоров Z увеличивается (заметим, что про-
стой коэффициент детерминации модели (10.1) в с е г д а  
больше, чем модели (10.2)). 

10.3. Спецификация модели пространственной
выборки при наличии гетероскедастичности 

В случае модели пространственной выборки показателем 
невключения в модель существенных переменных может слу-
жить неустраняемая гетероскедастичность. 
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Вспомним, что наиболее часто употребляемые процедуры 
устранения гетероскедастичности так или иначе были основаны 
на предположении, что дисперсия ошибок регрессии ��2 являет-
ся функцией от каких-то регрессоров. Если ��2 существенно за-
висит от регрессора Z, а при спецификации модели регрессор Z 
не был включен в модель, стандартные процедуры могут не 
привести к устранению гетероскедастичности. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть X, Z — регрессоры, Y — 
объясняемая величина, гистограммы которых и основные чи-
словые характеристики распределения приведены на рис. 10.1. 
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Рис. 10.1 
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Оценим линейную регрессию зависимости Y от Х, т. е. рас-
смотрим модель 

                                                          Y = �� + �X + �.� (10.23)

Применяя обычный метод наименьших квадратов, получим 
уравнение: 

�� = 3,42 + 15,23х, R2 = 0,38 

                                (7,7)   (1,37)       

(как видно, константа оказывается незначимой). Применение к 
полученному уравнению теста Уайта на гетероскедастичность 
дает следующий результат: 

F = 9,62 > F0,05; 1; 99, 

т. е. модель оказывается гетероскедастичной. 
Применим к уравнению модели взвешенный метод наи-

меньших квадратов. Тогда уравнение регрессии примет вид: 

�� = 5,98 + 14,67х. 

   (4,92)   (1,11) 

Применяя к нему тест Уайта, получаем: 

F = 3,6 > F0,05; 1; 99,

т. е. гипотеза о гомоскедастичности вновь отвергается. 
Попробуем исправить положение, включив в модель также и 

регрессор Z, т. е. оценим модель 

Y = �� + �X + �Z + �. 

Обычным методом наименьших квадратов получаем уравне-
ние регрессии: 

�� =4,98 + 8,53х + 7,50z,  R2 = 0,47. 

                        (7,15)   (1,73)   (1,31)

Эта модель также является гетероскедастичной, так как тест 
Уайта дает следующее значение F-статистики: 

F = 10,74 > F0,05; 1; 99. 

Однако теперь, после применения взвешенного метода наи-
меньших квадратов, мы получаем уравнение: 
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�� = 15,04 + 7,54x + 6,19z, 

                                  (3,64)  (1,08)   (1,03) 

для которого гипотеза о гомоскедастичности уже принимается, 
так как использование теста Уайта дает значение F-статистики: 

F = 1,17 < F0,05; 1; 99.

10.4. Спецификация регрессионной модели  
временных рядов 

В моделях временных рядов неверная спецификация может 
служить причиной автокорреляции ошибок регрессии. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть Х — доход семьи, 
тыс. долл.; Y — ее расходы на отдых в зарубежных странах, тыс. 
долл. На рис. 10.2 представлены диаграммы распределения и 
основные количественные характеристики распределения вели-
чин Х и Y. 
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Рис. 10.2 
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При этом следует помнить, что Х и Y — в р е м е н н ы е  
р я д ы , поэтому кроме диаграмм распределения важны и корре-
лограммы, приведенные в таблицах 10.1 и 10.2. 

Т а б л и ц а  10.1 

Коррелограмма Х 

	 r (	) rчаст(	) Qp
 P (Q>Qр) 

1   0,750   0,750 114,34 0,000 

2   0,547 –0,036 175,46 0,000 

...................................................................................................................................... 
9 –0,097 –0,051 214,72 0,000 
10 –0,126  0,068 218,11 0,000 

 
Т а б л и ц а  10.2 

Коррелограмма Y 
 
	 r (	) rчаст(	) Qp

 P (Q>Q
p
) 

1  0,813   0,813 131,55 0,000 
2  0,629 –0,094 210,78 0,000 

....................................................................................................................................... 
9 –0,191 –0,098 271,43 0,000 

10 –0,227   0,056 282,20 0,000 

 
Оценим модель вида 

                                              Y = �� + �X + ��  (10.24) 

зависимости расходов на отдых в зарубежье Y от доходов 
X. Применяя обычный метод наименьших квадратов, получим 
уравнение регрессии:  

( ) ( )

2

0 745 0 17 0 69 1 28

0 066 0 008

� , , , , , , .

, ,

y x R d= + = =

Существенно отличающееся от двух значение статистики d
Дарбина—Уотсона указывает на то, что имеется положительная 
автокорреляция ошибок регрессии. Одна из возможностей — по-
пробовать идентифицировать ряд остатков как ряд модели 
ARMA(p, q). При этом самая простая модель AR(1) оказывается 
вполне адекватной: 

�t = 0,35�t–1,    R2 = 0,125,  d = 2,03.
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На этот раз значение статистики d Дарбина—Уотсона оказыва-
ется достаточно близким к двум. Таким образом, в качестве моде-
ли мы можем принять модель авторегрессии первого порядка 

Yt = �� + �Xt + �t,     �t = 
�t–1 + �t

с оценками значений параметров ��  = 0,17, ��  = 0,35. 

Однако естественно предположить, что расходы на дорого-
стоящий товар — отдых на зарубежных курортах — зависят не 
только от текущих доходов, но и от доходов в предыдущие пе-
риоды. Изменим спецификацию модели, включив в качестве 
регрессоров лаговые переменные Х. 

Легко убедиться, что наиболее адекватной оказывается мо-
дель с четырьмя включенными лагами. Соответствующее урав-
нение регрессии имеет вид: 

�
ty  = 0,32 + 0,08 xt + 0,07 xt–1 + 0,037 xt–2 + 0,017 xt–3 + 0,012 xt–4, 

    (0,044) (0,0066)  (0,008)        (0,008)        (0,008)       (0,006) 

R2 = 0,91, d = 2,09. 

Как видно, значение статистики d Дарбина—Уотсона очень 
близко к двум, так что в новой модели проблема автокорреля-
ции ошибок регрессии отсутствует. Отсюда следует, что ее при-
чина была в неверной спецификации модели. Стоит также обра-
тить внимание, что коэффициент регрессии при xt уменьшился 
вдвое — на товары роскоши, подобные дорогому отдыху, расхо-
ды «рассредоточиваются» по нескольким ближайшим годам. 

10.5. Важность экономического анализа 

В любом случае при выборе спецификации модели следует в 
первую очередь руководствоваться экономическим анализом. 
Необходимо помнить, что выборочные данные — это всего 
лишь совокупность цифр, и, манипулируя ими, иногда можно 
получить чрезвычайно хорошую, с точки зрения математики, 
модель, лишенную, однако, какого-либо смысла. 

Рассмотрим пример. X — производство бананов в Бразилии, 
Y — производство шин на Ярославском заводе. На рис. 10.3 
изображены графики временных наблюдений этих величин. 

Рассмотрим регрессионную модель зависимости Y от Х и 
оценим ее обычным методом наименьших квадратов: 
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�� = –83,8+1,93х, R2=0,97,  d = 1,96. 

                                    (7,31) (0,035) 

С математической точки зрения эта модель великолепна по 
всем параметрам! В то же время экономически очевидна бес-
смысленность такого результата. Объяснение здесь очень про-
стое — в рассматриваемый период времени обе величины имели 
временной тренд, который и привел к высокому значению кор-
реляции между Х и Y. 

160
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360
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X; Y

Рис. 10.3

Освободим рассматриваемые величины Х и Y от влияния 
тренда. Для этого рассмотрим уравнения регрессии: 

2

198 92 0 2 0 97 2 12

0 186 0 003

� , , , , , ,

( , ) ( , )

t� t R d= + = =

2

300 0 4 0 994 1 885

0 175 0 003

� , , , , , .

( , ) ( , )

ty t R d= + = =

Построим освобожденные от тренда величины: 

Xdetr = X – 0,2t,

Ydetr = Y – 0,4t.

Если теперь мы рассмотрим модель 
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Ydetr = �� + �Xdetr + �

и применим к ней обычный метод наименьших квадратов, то 
получим следующий результат: 

( )

312 6 0 05

0 09

2

detr detr� , , , � �0,004.

,

y x R= − =

 

Теперь мы получаем экономически осмысленный результат — 
регрессия не значима. 

Математически это означает, что частный коэффициент 
корреляции между величинами Х и Y равен нулю, между тем как 
линейный коэффициент корреляции достаточно велик. 

В рассмотренном примере мы отказались от вывода о значи-
мости переменной Х несмотря на то, что математические сооб-
ражения (на первый взгляд!) свидетельствовали об обратном. 
Аналогично, если экономические соображения приводят к вы-
воду о том, что зависимость от переменной существенна, воз-
можно, ее следует включить в модель, даже если математические 
свойства модели ухудшаются, и поискать математически адек-
ватную форму модели. 

Таким образом, при спецификации модели должно быть 
найдено математическое решение в рамках, определенных эко-
номическим анализом. 

Упражнения

10.1. Имеются два регрессора X и Z и одна объясняемая пе-
ременная Y. Обычным методом наименьших квадратов получе-
ны следующие регрессионные уравнения: 

                              �� =1,2+11,4х – 0,2z; 

                                                (0,2) (0,8)   (0,12) (10.25) 

                             �� =1,1+11,9х; 

                                 (0,2) (0,7) (10.26) 

                        �z =2,7+0,8х. 

                            (0,3) (0,1) 

Выбрано уравнение (10.26). В какую сторону смещена оцен-
ка при регрессоре Х в том случае, если на самом деле верна мо-
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дель, включающая регрессор Z? (Считать, что условия класси-
ческой модели выполнены.) 

10.2. Рассматриваются две альтернативные модели, удовле-
творяющие условиям классической модели: 

                                               Y = X�+Z�+�; (10.27) 

                                               Y = X�+�. (10.28) 

При этом суммы квадратов остатков равны 1010 для модели 
(10.27) и 1075 — для модели (10.28), а количество наблюдений 
равно 2000. Какую из двух моделей следует предпочесть для бо-
лее точного прогнозирования значений переменной Y? 

10.3. Пусть справедлива следующая модель, удовлетворяю-
щая условиям классической модели: 

                                        Y = � + X� + �t + �, 

где экспериментальные данные представляют собой временные 
ряды, а третий член в правой части задает тренд. Пусть при 
этом оценивается «неправильная», короткая модель 

                                               Y = �+X�+� (10.29) 

без тренда. 
Будут ли выполнены следующие условия для модели (10.29): 
а) М(�t) = 0; 
б) сумма остатков регрессии равна нулю? 
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Глава 11

Модели с различными типами
выборочных данных 

Стандартные модели эконометрики с непрерывными данны-
ми в виде пространственной выборки или временного ряда не 
всегда позволяют адекватно оценить представляющие интерес 
параметры. В ряде случаев получаются неэффективные, иногда 
смещенные и несостоятельные оценки. В некоторых случаях 
применение стандартной модели и вовсе оказывается невоз-
можным. В настоящей главе мы рассмотрим другие типы выбо-
рочных данных и связанные с ними экономические модели. 

Основная часть этой главы посвящена панельным данным, ко-
торые в некотором роде оказываются объединением пространст-
венных данных и временных рядов. Также мы рассматрим огра-
ничения на возможные значения зависимой переменной и отбор 
наблюдений в выборку. 

11.1. Статистические модели
с панельными данными 

В экономических исследованиях нередко приходится рас-
сматривать большие массивы данных в последовательные мо-
менты времени. Это могут быть индивидуумы, домашние хозяй-
ства, регионы, страны, у которых отслеживается динамика неко-
торых количественных показателей. Такие данные, сочетающие 
в себе пространственные выборки и временные ряды, называ-
ются панельными данными. 

Пусть имеется �  объектов, Т временных наблюдений. Рас-

сматривается зависимая переменная Y со значениями 
it

y , где 

1, ...,t T= , 1, ...,i n= ; и k регрессоров Х со значениями 
i
tj

X
,

, 

1, ..., ,j k=  1, ...,t T= , 1, ...,i n= . 

Во многих случаях допустимо предположение, что наблюде-
ния в различные моменты времени не коррелируют друг с дру-
гом. Соответствующие модели называются статическими. 
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Возможны две крайние точки зрения на такую структуру на-
блюдений: их можно рассматривать как единый временной ряд 
с «толстым сечением», в котором наблюдения представляют со-
бой �  значений объясняемой переменной. В этом случае мо-

дель принимает вид  

                       
1

,

k

t i j j ti t i

j

y x

=

= � + � + ��   (11.1) 

и содержат 1+k  параметр. По сути эта модель является класси-

ческой, и ее следует оценивать обычным методом наименьших 
квадратов. В этой модели объекты панели лишены какой-либо 
индивидуальности и представляют собой наблюдения однород-
ной выборки. 

Противоположная точка зрения заключается в том, чтобы 
рассматривать данные как �  различных временных рядов. То 

есть все объекты считаются абсолютно индивидуальными, и 
действия регрессоров на них различными. Тогда уравнения мо-
дели имеет вид  

1

,

k

t i i ji j ti t i

j

y x

=

= � + � + ��  

и содержат kn n+  параметров. 

Модели с панельными данными позволяют сочетать оба этих 
подхода: объекты считаются индивидуальными, но изучается 
общее действие регрессоров на эти объекты. Один из возмож-
ных подходов заключается в следующем: регрессоры действуют 
на все объекты одинаково, но кроме рассматриваемых величин 

j
X , есть еще — как правило, ненаблюдаемые — факторы 

a

Q , 

которые, собственно, и обуславливают различия между объекта-

ми. Если считать факторы 
a

Q  постоянными по времени, можно 

рассматривать уравнения  

1 1

,

k A

t i j j ti a ai t i

j a

y x q

= =

= � + � + � + �� � . 

Обозначив                 
1

A

a ai i

a

q

=

� + � = �� , 

получим модель с панельными данными в виде 

                          
1

,
.

k

t i i j j ti t i

j

y x

=

= � + � + ��    (11.2) 
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11.2. Межгрупповые и внутригрупповые

оценки модели с панельными данными 

Панельные данные характеризуются двумя индексами: t  

(момент времени) и i  (номер объекта). 

Рассмотрим следующие усреднения: 

                  
1 1

1 1

,
; ;

T T

i ti ji j ti

t t

y y x x
T T

= =

= =� �  (11.3)

                  
1 1

1 1

,
; .

n n

t ti jt j ti

i i

y y x x
n n

= =

= =� �  (11.4)

Величины (11.3) называются внутригрупповыми средними 
(средними по времени для одного объекта), а (11.4) — межгруп-

повыми (средними по всем объектам в каждый момент времени). 
Для средних (11.3), (11.4) уравнения принимают вид: 

                      
1

,

k

i i j ji i

j

y x

=

= � + � + ��  (11.5)

                        
1

.

k

t j jt t

j

y x

=

= � + � + ��  (11.6)

Вычитая из уравнений (11.2) уравнения (11.5), получаем: 

                
1

,
( ) ( ).

k

ti i j j ti ji ti i

j

y y x x

=

− = � − + � − ��  (11.7)

Уравнения (11.6), (11.7) имеют по сравнению с (11.2) то 
преимущество, что число оцениваемых параметров в них неве-

лико — 1+k  и k  соответственно. 

Оценки параметров � , получаемые применением к уравне-

ниям (11.6), (11.7) обычного метода наименьших квадратов, на-

зываются соответственно межгрупповыми 
B

�

�  и внутригрупповыми 

W

�

�  оценками. Непосредственные вычисления (см. [18]) дают 

следующий их вид: 
1

1 1 1 1

� ( )( ) ( )( );
n T n T

w t i i ti i ti i ti i

i t i t

x x x x x x y y

−

= = = =

� �
�� = − − � − −

	 


� �

�� ��  (11.8)

1

1 1

� ( )( ) ( )( ),
n n

B i i i i

i i

x x x x x x y y

−

= =

� �
�� = − − � − −

� �
	 


� �  (11.9)
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где 
1 1

1 1

; ;

n n

i i

i i

y y x x
n n

= =

= =� �  

i��  — транспонированный вектор размерности 1k + . 

11.3. Модели с фиксированным
и случайным эффектами 

Индивидуальность объектов в панели данных может носить 
различный характер. Объекты могут быть существенно различ-
ными, и их нельзя рассматривать как выборку из некоторой ге-
неральной совокупности. Таковыми, например, могут быть го-
сударства, регионы, крупные предприятия. В этом случае вели-

чины i�  следует считать постоянными параметрами. Такие мо-

дели называются моделями с фиксированным эффектом.  
В других случаях индивидуальность объектов носит случай-

ный характер, то есть объекты панели считаются выборкой из 
некоторой генеральной совокупности. В этом случае характери-

зующие индивидуальность величины i�  рассматриваются в виде 

i iu� = � + , 

где iu  — случайные величины, некоррелирующие с t i�  и регрессорами, 

и ( ) 0iM u = .

Такие модели называются моделями со случайным эффектом. 
С математической точки зрения типы эффектов различаются 

следующим образом: в моделях со случайным эффектом счита-
ется, что индивидуальные факторы не коррелируют с регрессо-
рами, т.е.  

                                ( ) 0
,

,i j iu X� = ,  (11.10) 

между тем как в моделях с фиксированным эффектом равенство 
(11.10) не выполняется. 

Рассмотрим следующий пример (заимствован из [18]). 
Оценивается модель производственной функции Кобба-

Дугласа � �Q AK L=  топливно-энергетических предприятий: Q  — 

выпуск, K  — капиталовложения, L  — трудозатраты, ,� �  — 

соответствующие эластичности, которые и требуется оценить. 
Для этого следует рассмотреть уравнения 
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                   ln ln ln lnti i ti tiQ A K L= + � +�  (11.11)

как регрессию на объясняемую переменную lnQ  и объясняю-

щие переменные lnK , lnL . При этом панельные данные со-
держат данные 1 8, ...,t = , 1 48466, ...,i = . 

Если считать A  — постоянной для всех предприятий вели-
чиной, то модель (11.11) оценивается с помощью обычного ме-
тода наименьших квадратов. При этом получается следующее 
уравнение  

         2 48807 0 32957 0 92838ln , , ln , lnQ K L= − + + .  (11.12) 

Все регрессоры значимы и 2

0 5805,R = . 

Однако предприятия, очевидно, существенно различаются и 
по размерам, и по эффективности, и по качеству управления. 
Так что представление об однородности объектов панели скорее 
всего неправомочно, и модель следует оценивать с учетом инди-
видуальных эффектов. Мы продолжим рассмотрение этого при-
мера в последующих параграфах. 

11.4. Оценивание модели
с фиксированным эффектом 

Введем обозначения 

         

11 1 11 2 11 1

1
1 1 2 1

21 1 21 2 21 21

2
1 2 2 2 2

1 1 2 1 1
1

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

; ;

k T

n n n k Tn

k

n n n k n

T T k TT

Tn Tn k TnTn

y x x x

y x x x
y x x x

Y Xy x x x

x x xy

x x xy

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

= =� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �
� �� �
� �� �

…

…

… … … …

…

…

…
… … … …

…

… … … ……

…

… … … …
…

…

 (11.13.1)
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       ( )

11

11

21

12

1

1

0 0 0

1

1

0 0 0

1

1

0 0 0

1

; ; .

n

n

n

T n

Tn

I

� � �� �

� � � �

� � � � �� � �

� � � �� � �

� � � � � �� �
= � = =
� � � � � ��� �

� � � � � �
� �� � � �� �	 


� � � �

� �� �
�	 
	 


…
…

…

……

… …
… … … …

…
…

 (11.13.2)

Здесь ( )1 ,Y TnЧ  ( ),X Tn kЧ  ( ),I Tn nЧ  ( )1 ,Tn� Ч  
�� �

� �
�� 	

 

( )1, .n k+  Тогда модель с фиксированным эффектом может быть 

записана в виде  

                                ,Y X
�� �

= + �� �
�	 


�   (11.14) 

где ( ) ( )( )X I X nT n k= − Ч +

�

 матрица.  

Применяя метод наименьших квадратов к уравнению 
(11.14), получим:  

                             ( )

1

X X X Y
−�� �

� �=� �
�	 


� � � . (11.15) 

Соответствующие оценки называются оценками с фиксиро-

ванным эффектом. Как правило, наибольший интерес представ-

ляют оценки �FE�  параметров � . 

Непосредственным вычислением можно проверить утвер-
ждение:  

                                 
FE W

� �

� = � .   (11.16) 

Таким образом, использование внутригруппового усреднения 
позволяет получать оценки параметров модели с фиксирован-
ным эффектом. Отметим, что использование уравнения (11.7) 
существенно проще уравнения (11.2), так как содержит гораздо 

меньше параметров. Параметры i� , в свою очередь, могут быть 

оценены следующим образом: 

1

�� .

k

i i jFE ji

j

y x

=

� = − ��  
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Подчеркнем, однако, еще раз, что, как правило, наибольший 
интерес представляют именно оценки параметров � . 

Оценим уравнения (11.11) примера из §11.3, используя мо-
дель с фиксированным эффектом. Получим: 

         0 75995 0 11421 0 60393ln , , ln , lnQ K L= + + .   (11.17) 

Очевидно, результат (11.17) существенно отличается от ре-
зультата (11.12). 

11.5. Оценивание модели
со случайным эффектом 

Модель со случайным эффектом (см. §11.3) имеет следующий вид: 

                        
1

,
.

k

ti j j ti i ti

j

y x u

=

= � + � + + ��  (11.18)

Обозначим 

1

1

1

n

n

n

u

u

u

U
u

u

u

� �

� �

� �

� �

� �
=
� �

� �

� �

� �

� �
� �

…

…

…

…

 — столбец 1( )nT Ч . 

Тогда в обозначениях (11.13) уравнение (11.18) записывается 
в виде: 

                            ( ).Y X u= � + � + + �   (11.19) 

Уравнение (11.19) представляет собой обобщенную модель ли-
нейной регрессии: матрица ковариации ошибок регрессии u + �  

имеет вид: 

      

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( )

( )

( )

u T u T u T

u T u T u T

u T u T u T

E E E

E E E

E E E

�

�

�

� �� + � � �

� �
� � + � �

� �� =

� �

� �
� � � + �

� 	

… … … …

…

. (11.20)
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Здесь TE  — единичная матрица порядка Т; ( )nT nT� Ч . 

Для оценивания модели (11.19) можно применить метод наи-
меньших квадратов (см. §7.2). Соответствующие вычисления 
можно найти в [18]. Приведем лишь окончательный качествен-
ный результат: оценка параметра �  в модели со случайным эф-

фектом имеет вид  

                       ( ) ,

B

kRE W
W E W�

� �

�

� = + − �   (11.21)

где W  — матрица, пропорциональная обратной матрице ковариаций 

оценки
B

�

� .

Эта оценка представляет «средневзвешенное» межгрупповой 
и внутригрупповой оценок. 

Для практического использования формулы (11.21) следует 

оценить матрицу 	 , т.е. параметры 2

u
�  и 2

�

� . Как обычно, для 

оценок ошибок регрессии используются суммы квадратов остат-
ков: 

2 2

1 1

2 2

1

2 2 2

1

1

1

1

�� ( ( ) ) ,

��� ( ) ,

� � � .

n T

ti i ti FE

i t

n

B i B ti B

i

u B

y y x x
nT n k

y x
n k

T

�

= =

=

�

�� = − − − �

− −

�� = −� − �

− −

� = � − �

��

�  

Оценим теперь уравнение (11.11) с помощью модели со слу-
чайным эффектом. Получим:  

        1 13749 0 24671 0 77544ln , , ln , lnQ K L= − + + . (11.22)

Как видно, получается существенное различие как с уравне-
нием (11.17), так и с уравнением (11.12). 

11.6. Проблема выбора модели

с панельными данными 

Рассмотренный выше пример показывает, что результат оце-
нивания в значительной мере зависит от выбора модели, т.е. от 
структуры выборки. 
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При выборе статической модели панельных данных исследо-
ватель должен определить, считать ли объекты существенно ин-
дивидуальными, случайно выбранными из однородной гене-
ральной совокупности, либо же лишенными всякой индивиду-
альности. Неверный выбор может привести либо к искажению 
результатов, либо к значительной потере эффективности. 

Сразу следует заметить, что оценки модели с фиксирован-

ным эффектом (
�E

�

� ) в любом случае являются состоятельными 

и несмещенными. Поэтому в случае достаточно большой вы-
борки (при большом Т) их можно использовать всегда. Однако, 
если регрессоры не коррелируют с индивидуальными эффекта-
ми — так обстоит дело в моделях со случайным эффектом — 

оценки 
RE

�

�  оказываются неэффективными, и это очень сущест-

венно для выборок небольшого объема. В то же время, если в 

моделях присутствует фиксированный эффект, оценки 
RE

�

�  ока-

зываются несостоятельными. 
Проблему выбора модели исследователь решает индивиду-

ально, часто на основании интуиции. При этом, однако, можно 
использовать статистические тесты. 

Итак, пусть рассматривается модель 

1

,

k

ti i j j ti ti

j

y x

=

= � + � + ��  

и требуется сделать выбор между моделью с фиксированным и 
случайным эффектом (заметим, что классическую модель можно 
рассматривать и как частный случай модели с фиксированным 

эффектом, если все i�  равны, и как частный случай модели со 

случайным эффектом, если 2

0
u

� = ). 

Выбор делается в пользу случайного эффекта, если принима-

ется гипотеза 
0

� : 

( ) 0
,

, .i j tir �� =  

Проверку гипотезы 
0

�  можно осуществить с помощью теста 

Хаусмана. Его идея основана на том, что в случае справедливости 

0
�  обе оценки 

FE

�

�  и 
RE

�

�  являются состоятельными, а, следова-

тельно, не должны существенно различаться, т.е. матрица 

FE RE
Cov

� �

� �
� −�� �
� �

 не должна быть слишком большой. Статистика  
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1

Cov
FE RE FE RE FE RE

−

� � � � � ��
� � � � � �
� −� � −� � −�� � � � � �
� 	 � 	 � 	

 (11.23) 

имеет 2

�  — распределение с k  степенями свободы. 

Для использования статистики (11.23) необходимо получить 

оценку матрицы 
FE RE

Cov
� �

� �
� −�� �
� �

. Можно показать, что при вы-

полнении нулевой гипотезы выполняется асимптотическое ра-
венство  

Cov Cov Cov .
FE RE FE RE

� � � �

� � � � � �
� −� � � − �� � � � � �
� 	 � 	 � 	

 

При этом (см. [18]): 
1

2

2

2 2

1 1 1

1

2

1 1

�
� �Cov ( )( ) ( )( ) ,

� �

� �Cov ( )( ) ,

n T n

ti i ti i i iRE

i t iu

n T

ti ti iFE

i t

T
x x x x x x x x

T

x x x x

−

�

�

�

= = =�

−

�

�

= =

� ��� �
� �� = � − − + − −� �� �

� + �	 
 	 


� �� �
�� = � − −� � � �

	 
 	 


�� �

��

 

где 

2 2

1 1

1 �� ( ( ) ) .
n T

ti i ti FE

i t

y y x x
nT n k

�

= =

�� = − − − �

− −
��  

Тест Хаусмана реализован в большинстве современных эко-
нометрических программ. 

Применим тест Хаусмана в рассматриваемом в данной главе 
примере оценки эластичностей производственной функции 
(уравнения (11.11)). Вычисленное значение статистики (11.23) 

равно 2

141 01,� = . При этом 2

0 05 2
5 99

, ;
( ) ,�� = , 2

0 01 2
9 21

, ;
( ) ,�� = , 

т.е. гипотеза отвергается при любом разумном уровне значимо-
сти. Это означает, что при оценивании уравнения (11.11) следу-
ет выбирать модель с фиксированным эффектом и применять в 
качестве оценки уравнение (11.17). 

Выше мы рассматривали только статические модели. Дина-
мические модели, учитывающие корреляцию между временны-
ми наблюдениями, оказываются значительно более сложными, и 
их рассмотрение выходит за рамки большинства стандартных 
курсов. 
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11.7. Бинарные модели с дискретными

зависимыми переменными 

Рассмотрим теперь зависимые переменные, принимающие 
конечное число значений. Как правило, без потери общности 
можно считать, что это значения 0, 1, …, m. Подобные ситуации 
возникают в тех случаях, когда значения объясняемой перемен-
ной соответствуют выбору решения из набора m + 1 возможных 
решений. 

Наиболее простыми моделями оказываются модели бинарного 
выбора. В этом случае объясняемая переменная принимает всего 
два значения — 0 и 1. Можно считать, что 1 соответствует по-
ложительному решению, а 0 — отрицательному. 

Пусть iY  — объясняемая величина, где 0iy =  или 1iy = . 

Величина Y  принимает одно из своих возможных значений под 

воздействием факторов 
1
, ..., kX X , которые могут принимать 

непрерывные значения. 
Рассматривается регрессионная модель 

                  
1 1

( , ..., ; , ..., ) ,i i ki k iy F x x= � � + �   (11.24)

в которой 
1
, ..., k� �  — параметры модели, соответствующие рег-

рессорам 
1
, ..., kX X . 

Наиболее простой является линейная модель регрессии 

                              
1

.

k

i j ji i

j

y x

=

= � + ��   (11.25) 

Так как в уравнении (11.24) полагается, что ( ) 0iM � = , то 

( ) ( ),iM y F x= � . В то же время  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 1 1 1iM y P y P y P y= � = + � = = = , 

откуда следует, что  

                             ( ) ( )1 , .iP y F x= = �   (11.26) 

Уравнение (11.26) называется уравнением модели бинарного 
выбора. 

В частности, для линейной модели (11.25) имеем: 

                           
1

1( ) .
k

i j ji

j

P y x
=

= = ��  (11.27)

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



 268

Использование уравнения (11.27) сопряжено со значитель-
ными трудностями. В первую очередь, это связано с тем, что 

величины 
1

n

jii

j

x
�

=

�� , получаемые оцениванием параметров � , мо-

гут не попадать в промежуток [0, 1]. Кроме этого, неправомочно 

предположение о том, что ошибки i�  имеют нормальное рас-

пределение. Линейную модель можно использовать в ряде слу-
чаев при большом числе наблюдений и достаточно точной спе-
цификации модели. В основном же она используется лишь как 
грубый инструмент первичной обработки данных. 

11.8. Probit- и logit-модели 

Перечисленные в предыдущем параграфе трудности легко 

преодолимы, если в качестве функции ( ),F X � в равенстве 

(11.26) выбирается функция распределения некоторой случай-
ной величины. 

Подобный выбор становится естественным, если предполо-
жить, что значение дискретной переменной Y скачкообразно 
изменяется в зависимости от значений некоторой — как прави-
ло, ненаблюдаемой — количественной переменной Y*. Наиболее 
простой случай соответствует наличию порогового значения, т.е. 

1 0

0 0

*

*

, ���� ;

, ���� .

i

i

i

y
y

y

� ��
= �

<��

 

Величину *

iy  можно интерпретировать как разность полез-

ностей альтернативы 1 и 0. Пусть количественная переменная 
*

iy  удовлетворяет регрессионному уравнению 

                                
1

* ,
k

i j ij i

j

y x
=

= � + ��
�  (11.28)

причем константа включена в число регрессоров (11.28), а 

ошибки i�  независимы и одинаково распределены с нулевым 

средним и дисперсией 2

� . Пусть функция ( )F t  — функция 

распределения случайной величины 
i�

�

. Тогда 
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1

1 1 1

1 0 0

*( ) ( )

.

k

i i ij j i

j

k k k
j

i ij j i ij j ij

j j j

P y P y P x

P x P x F x

=

= = =

� �

= = � = � + � � =� �

	 


� �� � � � �
= � � − � = � � � = � �� � � �

�
	 
 	 
 	 


�

� � �

�

�

� �

 

Обозначив 
�

� =

�

�

, получим уравнение (11.26) в форме 

                              
1

1( ) .
k

i j ij

j

P y F x
=

� �

= = �� �

	 


�   (11.29)

Уравнение (11.29) представляет собой стандартную форму 
модели бинарного выбора. 

Наиболее естественно в качестве функции ( )F t  выбрать 

функцию стандартного нормального распределения. Это соот-
ветствует тому, что (11.28) представляет собой классическую 
нормальную линейную модель. Соответствующая дискретная 
модель (11.29) в этом случае называется рrobit-моделью. 

Также используется функция логистического распределения 

                             
1

( ) ( )
t

t

e
F t t

e
= � =

+

 (11.30)

и соответствующая модель (11.29) при таком выборе называется 
logit—моделью. 

Выбор функции (11.30) объясняется тем, что ее вид существен-
но проще, чем у функции стандартного нормального распределения. 
При этом для небольших (по модулю) t  эти функции достаточно 
близки друг к другу, и качественные выводы, сделанные по рrobit- и 
logit-моделям, в основном совпадают. В то же время для больших 
значений регрессоров возможны и значимые различия. 

Важно отметить то обстоятельство, что модель (11.29) нели-
нейная. Это приводит к тому, что предельный эффект каждого 

фактора jX  (производная 
1( )P y

x

� =

�

) является переменным и 

зависящим от значений всех остальных факторов. Так что для 
получения представления о «среднем» предельном эффекте сле-
дует вычислить производные 

1

1( ) k

j ij i

i j

P y
F x

x
=

� �� =
�= � �� �

�
	 


�  
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для средних по выборке значений независимых переменных Х. 
Для оценивания модели используется метод максимального 

правдоподобия. Если наблюдения 
1
, ...,

n
y y  независимы, то 

функция правдоподобия имеет вид: 

1 10 1

1

1 1

1

1 .

i i

i i

k k

j ij j ij

j jy y

y y
k k

j ij j ij

j ji

L F x F x

F x F x

= == =

−

= =

� �� �

= − � � =� �� �
� �

� �� �

� � � �

= � − �� � � �

� � � �

� �� �

� ��

 

Тогда 

1 1 1

1 1ln ln ( )ln .

n k k

i j ij i j ij

i j j

L y F x y F x

= = =

� �� � � �

= � + − − �� �	 
 	 


� �� � � �
 �

� � �  

Условия правдоподобия имеют вид: 

0

ln
.

L�

=

��

 

Отсюда получаем следующее уравнение для определения � : 

            
1 1

1

1 1

1

0

1

� ( )

,

� �

k k

i j sj i j sj
n

j j

i
k k

i

j sj j sj

j j

y x y x

x

F x F x

= =

=

= =

� �� � � �

� � − � �� �� � � �

� �� 	 � 	
− =

� �
� � � �

� �� − �� � � �
� �

� 	 � 	� 	

� �

�

� �

�

 (11.31)

где ( )t�  — плотность вероятности, соответствующая функции распре-

деления ( )F t .

Для logit-модели уравнения (11.31) приобретают более про-
стой вид 

1 1

0
� ,

n k

i j sj i

i j

y x x

= =

� �� �

− � � =� �� �
� �

� 	� 	

� �  

что и является одной из причин ее популярности. 
Можно доказать, что для probit- и logit-моделей функции 

правдоподобия lnL  вогнуты, и следовательно, уравнения 
(11.31) дают оценки максимального правдоподобия. 
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11.9. Дискретные модели с панельными данными 

Пусть рассматриваются панельные данные (n объектов и Т 

моментов времени) с индивидуальными эффектами i� . Модель 

бинарного выбора имеет вид 

                         1
,

( ) ( , , ).ti j ti j iP y F x= = � �  (11.32)

Подход к построению уравнений модели, используемый для 
обычных пространственных данных (см. § 11.3), может быть 

применен и для панельных данных. Пусть *

t iy  — ненаблюдаемая 

переменная, обуславливающая скачкообразное изменение t iy :  

1 0

0 0

*

*

��� ,

���

ti ti

ti ti

y y

y y

= �

= <

 

и 

1

*
, .

k

ti i j j ti ti

j

y x

=

= � + � + ��  

Уравнение (11.32) может быть оценено методом максималь-

ного правдоподобия, если функция ( )F t  является функцией 

распределения некоторой случайной величины. Проблема, од-
нако, в том, что для получения адекватных оценок параметров 
требуется, чтобы Т было велико (состоятельность имеет место 

при T �� ). Однако на практике панельные данные бывают с 

большим количеством объектов n и не слишком большим чис-
лом временных изменений Т. Между тем, с ростом n увеличива-

ется и количество оцениваемых параметров i� , т.е. при n ��  

оценки не оказываются состоятельными.  
В отличие от линейных моделей внутригрупповое и меж-

групповое усреднение здесь не дает возможности исключить па-

раметры i� . 

Преодоление этих трудностей может представлять собой 
сложную задачу. Некоторые методы описаны в [18]. При этом 
оказывается, что для модели с фиксированным эффектом удоб-
нее использовать функцию распределения логистического зако-
на (logit-модель), а для модели со случайным эффектом — 
функцию стандартного нормального распределения (probit-
модель). 
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11.10. Выборки с ограничениями 

Помимо ограничений на тип данных в моделях встречаются 
также ограничения на выборочные наблюдения. Чаще всего ис-
пользуются ограничения в виде урезания и цензурирования вы-
борки. 

Выборка называется урезанной, если отбрасываются наблю-
дения, не удовлетворяющие некоторым априорным ограничени-
ям — чаще всего если значения зависимой переменной меньше 
некоторой заданной величины. Например, при исследовании 
зависимости затрат на отдых от дохода можно исключить тех 
индивидуумов, доход которых меньше прожиточного минимума. 

Выборка называется цензурированной, если для части наблю-
дений фиксируется не истинное значение зависимой перемен-
ной, а некоторое ее усеченное значение. Основу изучения по-
добных моделей заложил Дж. Тобин (1958). Он исследовал зави-
симость эластичности спроса на автомобили от дохода. При 
этом для некоторых семей (как правило, с низким доходом) рас-
ходы на автомобили равнялись нулю. 

Тобин предположил модель вида: 

                     
0

0 0

* *

*

, ���� ;

, ���� ,

t t

t

t

y y
y

y

� >
= �

��

 (11.33)

где *

ty  — ненаблюдаемая величина, удовлетворяющая стандарт-

ному уравнению регрессии; 

                              *

.t t ty x�= � + �  (11.34)

Модель (11.33), (11.34) называется tobit- моделью. 
Так как стандартный метод наименьших квадратов в моделях 

с урезанными и цензурированными выборками дает смешанные 
и несостоятельные оценки параметров, для их оценивания ис-
пользуется метод максимального правдоподобия. Более подроб-
но эти вопросы освещены в [18].  

В заключение главы, отметим, что возможности оценивания 
моделей с панельными данными, дискретными данными, а так-
же с урезанными и цензурированными выборками имеются в 
современных компьютерных программах по эконометрике. Вы-
бор logit-, probit- и tobit-моделей присутствует в таких програм-
мах как самостоятельные опции. 
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Упражнения

11.1. Исследуется зависимость изменения спортивного ре-
зультата y  (в условных баллах) и тренировочных часов в меся-

цах х. В таблице приведены данные наблюдений по 10 спорт-
сменам в течение 5 месяцев. 

 

y

x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 102 

13

110

10

88

8

96

14

124

10

108

8

112

6

108

4

110

4

105

4

2 95 

7

136

12

96

12

114

8

130

8

120

–2

126

–1

120

10

100

6

120

12

3 98 

3

146

–2

120

–4

90

10

146

–6

100

10

105

10

120

3

100

2

140

–2

4 120 

–1

130

8

100

18

96

–2

120

12

100

2

100

6

130

—1

100

1

120

6

5 100 

2

138

10

100

3

98

3

120

3

102

4

105

8

118

2

100

–2

110

3

 
Оценить линейную модель панельных данных y x= � +� , 

используя: а) обычный метод наименьших квадратов; б) модель 
с фиксированным эффектом; в) модель со случайным эффек-
том. 

Какая модель оказывается более адекватной в случае, если 
спортсмены: а) мастера спорта; б) разрядники. 

11.2. Исследуется зависимость отказа женщины от работы: 
1y = , если отказ произошел из-за рождения ребенка; 

1d = , если ребенок родился. 

Рассматривается модель ( ) ( )1tP y F d= = � +� . Ниже приве-

дены результаты 100 измерений:  
 

y

d
0 1 

0 50 6 

1 18 26 
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Оценить параметры � , � , используя probit- и logit-модели. 

11.3 Рассматривая модель бинарного выбора с панельными 
данными: 

*

ti i ti tiy x= � +� + � ; 

1tiy = , если 0

*

tiy � ; 

0tiy = , если 0

*

tiy < , 

где tix  — доход i -го домашнего хозяйства ( )1 10, ,i = …  в период 

наблюдения t  ( )1 5, ,t = … , tiy  — участие в паевом фонде 

( 1tiy = , в случае участия). Данные исследования приведены в 

таблице: 
 

y

x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 300 

0

180

0

1200

1

1400

1

280

0

130

0

1500

1

1200

1

300

0

560

0

2 500 

1

200

0

1300

1

1500

1

300

0

140

0

1600

1

1200

1

300

0

680

0

3 520 

1

300

0

0

1

1500

1

380

0

160

0

1500

1

1200

1

300

0

700

1

4 500 

1

500

0

0

0

1500

1

380

0

180

0

1500

1

1200

1

300

0

700

1

5 400 

1

500

1

800

0

1500

0

380

0

200

0

1400

1

1200

1

300

0

650

1

 
Построить функцию правдоподобия для модели. 

11.4. Имеются следующие данные наблюдений по затратам 
индивидуумов на приобретение акций и получаемых по ним до-
ходам: 

 

Затраты 100 85 90 500 0 0 300 0 200 300 

Доход 1050 980 960 5600 300 280 3200 340 2500 3600 

 
Составить tobit-модель и записать для нее функцию правдо-

подобия.
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Приложения

Глава 12

Элементы линейной алгебры 

Аппарат линейной, и в частности, матричной алгебры явля-
ется необходимым инструментом для компактного и эффектив-
ного описания и анализа эконометрических моделей и методов. 
Ниже (как правило, без доказательств) приводят краткие сведе-
ния из линейной алгебры, необходимые для изучения экономет-
рики. Более подробно с методами линейной алгебры можно по-
знакомиться, например, в пособиях [4]—[6]. 

12.1. Матрицы 

Матрицей размера (m ½ n) или mn-матрицей называется 
таблица чисел, содержащая m строк и n столбцов. Матрицы обо-
значаются прописными латинскими буквами, например, 

                         

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

mn

in

n

n

mj

ij

j

j

m

i

m

i

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A ...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

......

2

1

2

1

2

2

22

12

1

1

21

11

 (12.1)

или Am½n = (аij), где аij — элемент матрицы. Наряду с круглыми 
скобками используются и другие обозначения: [ ], �� ��. 

Виды матриц 
Если m =1,то 

−=

Ч

)...(
112111 nn

aaaA  

матрица (или вектор)-
строка размера n. 

Если n = 1, то 

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=
Ч

m

m

a

a

a

A

...

21

11

1
— матрица (или век-

тор)-столбец размера m. 
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Если m = n, то An½n=An — квадратная матрица n-го порядка. 
 
Если aij = 0 при 

i�j, то An=D — диа-
гональная матрица: 
 

Если 

�

�

�

==

�=

,���1

;���0

jia

jia

ij

ij

 

то An=En (или E), 
единичная матри-
ца n-го порядка: 
 

Если aij = 0  
(i = 1,…, m; j = 1,…, n), 
то Am½n = 0m½n (или 
0) — нулевая матри-
ца, или нуль-матрица: 
 

D = =

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

nn

a

a

a

...00

............

0...0

0...0

22

11

.

1...00

............

0...10

0...01

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=
n

E  .

0...00

............

0...00

0...00

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=
Чnm

0  

 = diag(a11 a22…ann). 
Равенство матриц 
Матрицы Am½n=(aij) и Bm½n = (bij) равны, т. е. А = В, если  

aij = bij, i = 1,…, m; j = 1,…, n. 
Операции над матрицами 

1. Произведение матрицы Am½n=(aij) на число � есть матрица 
Bm½n=(bij): 

          B = A�, если bij = aij �, i = 1,…, m;  j = 1,…, n. (12.2) 

В частности, А•0=0. 
2. Сумма двух матриц Am½n= (aij) и Bm½n= (bij) есть матрица 

Cm½p =(cij): 

      С = А+В, если сij = aij +bij,     i = 1,…, m; j = 1,…, n. (12.3) 

В частности, A+0=A. 
3. Произведение матрицы Am½n =(aij) на матрицу Bn½p=(bij) 

есть матрица Cm½p=(cij): 

C = AB, если �

=

=

n

k

kjikij
bac

1

,  i = 1,…, m;  j = 1,…, n. (12.4) 

Из определения следует, что для умножения матрицы А и В
должны быть с о г л а с о в а н н ы м и: число n столбцов мат-
рицы А должно быть равно числу строк n матрицы В. 
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� Пример 12.1. Даны матрицы: 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

6

2

4

5

1

3

� , 
�
�

�

�

�
�

�

�

=

0

8

2

7

9

2

B . 

Найти АВ и ВА. 
Р е ш е н и е. Размер матрицы произведения A3½2•B2½3=C3½3; 

.

40

8

24

47

11

29

64

20

42

0

0

0

6

2

4

85

81

83

2

2

2

675

271

473

9

9

9

6

2

4

25

21

23

33

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

+�

+�

+�

�

�

�

+�

+�

+�

�

�

�

+�

+�

+�

==
Ч

ABC  

Аналогично B2½3•A3½2=C2½2; 

�
�

�

�

�
�

�

�

=
�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

+

+

�

�

+

+

�

�

�

�

+

+

�

�

+

+

�

�

==
Ч

40

70

29

53

6

6

0

8

2

2

2

7

4

4

9

2

5

5

0

8

1

1

2

7

3

3

9

2

22
BA� . 

Получили, что произведения матриц АВ и ВА существуют, но 
являются матрицами разных размеров (порядков).  � 
 

В частном случае 

                                                AE = EA = A. (12.5) 

4. Целая положительная степень Am (m>1) квадратной матри-

цы есть 
�����

���

...

m

m

AAAA �= . 

По определению, 

,

0

EA =  ,AA =�  kmkm

AAA
+

=� , 

                                ( ) mk

k

m

AA = . (12.6) 

О с о б е н н о с т и  о п е р а ц и й  н а д  м а т р и ц а м и. 
В общем случае АВ � ВА, т. е. умножение матриц некоммута-

тивно. Если Аm=0 или AВ =0, то это еще не означает, что A = 0 
или B = 0. 

Транспонирование матрицы — переход от матрицы А к мат-

рице A�  (или T

A ), в которой строки и столбцы поменялись мес-
тами с сохранением их порядка. 
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Если ( )
ijnm
aA =

Ч

, то 
mn

A
Ч

� = (aji). Например, если 

�
�

�

�

�
�

�

�

=

0

4

2

3

5

2

� , то 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=�

0

2

5

4

3

2

� .

С в о й с т в а  о п е р а ц и и  т р а н с п о н и р о в а н и я: 

1. ( ) .�� =��   3. ( ) .����
�

+
�

=�+  

2. ( ) .��
�

�=
�

�   4. ( ) .����
��

=
�  (12.7) 

Заметим, если )(
ijnm
aA =

Ч

, то АА� и А�А есть квадратные мат-

рицы соответственно m-го и n-го порядков. 
В частности, если А = (a1 a2 … an)� есть матрица (вектор)-

столбец, то �

=

=�

n

i

i
aAA

1

2 — квадратная матрица 1-го порядка, 

т. е. число; а 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=�

2

2

1

21

2

212

21

2

1

...

...

...

n

n

n

nn

a

aa

aa

aaaa

aaa

aaa

AA — квадратная матрица  

n-го порядка. 

12.2. Определитель и след квадратной матрицы 

Определителем (или детерминатом) квадратной матрицы  
n-го порядка (или определителем n-го порядка) An½n=An= (aij) на-

зывается число, обозначаемое 
n

A  (или 
n

�  detA) и определяемое 

по следующим правилам: 

при n = 1                     
111111
aaA ===� ; (12.8) 

при n = 2            ;
12212211

2221

1211

22
aaaa

aa

aa

A −===�   (12.9) 

при n = 3            ===�

333231

232221

131211

33

aaa

aaa

aaa

A  
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.

322311332112312213

322113312312332211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

−−−

−++=

 (12.10) 

� Пример 12.2. Вычислить определители: 

а) ;

83

74

2

−

=�  б) .

236

543

785

3

−

−

−

=�  

Р е ш е н и е: 
а) По формуле (12.9) 

;5373)8(4

83

74

2
−=�−−�=

−

=�

б) По формуле (12.10)  

.2623552)3)(8()6(47

3)3(7)6(5)8(245

236

543

785

3

=��−�−−−−�−

−�−�+−�−+��=

−

−

−

=�

(При вычислении определителя 3-го порядка �3 использовали 
правило треугольников, согласно которому соответствующие про-
изведения трех элементов матрицы берутся со знаками «+» и «–»: 

 

           
+

                                                     
–

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

). �

Определитель квадратной матрицы n-го порядка (или опреде-

литель n-го порядка) при любом n определяется более сложно. 
Он может быть вычислен с помощью разложения по элементам 
строки или столбца (теоремы Лапласа): 
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( )

1

1

,

n

ij ij

i

j

A a A

=

=

= �  j = 1,…, n (i = 1,…, n), (12.11) 

где aij — элементы любой строки (столбца), 
Aij — алгебраическое дополнение элемента aij: 

                            ;)1(
ij

ji

ij
MA

+

−=  (12.12) 

Mij — минор элемента aij — определитель матрицы (n–1)-го по-
рядка, полученной из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-
го столбца. 

� Пример 12.3. Вычислить определитель 
3

� матрицы из 

примера 12.2, разложив его по элементам строки (столбца). 
Р е ш е н и е.  
Раскладывая по элементам, например, 1-ой строки, получим 

по формуле (12.11) c учетом (12.12): 

=

−

−

−+

−

−

−−+−=

=+−=

−

−

−

+++

36

43

)1(7

26

53

)1)(8(

23

54

)1(5

785

236

543

785

312111

131211
���

 

262157)24)(8()7(5 =�+−−+−= .� 

С в о й с т в а  о п р е д е л и т е л е й: 

1. .�� �=  

2. При перестановке любых строк матрицы меняется только 
знак определителя матрицы. 

3. 0=� , если элементы двух строк (или столбцов) пропор-

циональны (в частном случае — равны). 
4. За знак определителя матрицы можно выносить общий 

множитель элементов любой строки (столбца). 
5. Определитель матрицы не изменится, если к элементам 

любой строки (или столбца) прибавить элементы другой строки 
(или столбца), умноженные на одно и то же число. 

6. ������ �== , где А, В — квадратные матрицы. 
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7. A�
n

�=� , где � — число, n — порядок матрицы А. 

8. ( ) .......diag
22112211 nnnn

aaaaaa =

9. 1=
n

E .

Следом квадратной матрицы A n-го порядка (обозначается 
tr(A) (от английского слова «trace»)) называется сумма ее диаго-
нальных элементов:

                    ( ) �

=

=+++=

n

i

iinn

aaaaA

1

2211
...tr . (12.13) 

С в о й с т в а  с л е д а  м а т р и ц: 

1. ( ) nE
n

=tr .

2. ( ) ( )AA trtr �=� .

3. ( ) ( )AA trtr =
� . 

4. ( ) ( ) ( )BABA trtrtr +=+ . (12.14) 

5. ( ) ( )BAAB trtr = . 

В частности, если А — ( )1Чn  вектор-столбец, В =А�, то 

                           ( ) ( )A��A �=� trtr , (12.15) 

где, напомним, АА� и А�А — соответственно квадратные матрицы 
n-го и 1-го порядков. 

12.3. Обратная матрица 

Матрица А называется невырожденной (неособенной), если 

0�� . В противном случае (при 0=� ) А — вырожденная (осо-

бенная) матрица. 
Матрица А–1 называется обратной по отношению к квадрат-

ной матрице А, если 

                               А–1А=АА–1=Е.  (12.16) 

Для существования обратной матрицы А–1 необходимо и дос-

таточно, чтобы ,0��  т. е. матрица А была невырожденной. 

Обратная матрица может быть найдена по формуле 

                               А–1= �

�

~1

, (12.17) 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



 282

где �
~

— присоединенная матрица: 

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=

nn

n

n

nnnn

n

n

nn

A

A

A

A

A

A

A

�

�

A

�

�

A

�

�

A

�

�

A

...

...

...

...

...

.........

...

...

...

...

......

~ 2

1

2

22

21

1

21

11

2

1

2

22

12

1

21

11

, 

т. е. матрица, элементы которой есть алгебраические дополне-
ния Аij элементов матрицы А�, транспонированной к А. 

� Пример 12.4.  
Дана матрица 

.

213

301

634

−

−−=�  

Найти А–1. 
Р е ш е н и е.  

1. 27−=�  (вычисляем по формуле (12.10) или (12.11)). Так 

как 0�� , то А–1 существует. 

2. .

236

103

314

−

−

−

=��  

3. ,

3131

6107

9123

~

−−

−−−

=�  

где элементы есть алгебраические дополнения Aij элементов мат-
рицы А�, определяемые по (12.12). 

4. По формуле (12.17) 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−−−

−=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−−

−−−

−

=
−

9/127/1327/1

9/227/1027/7

3/19/49/1

3131

6107

9123

27

1
1

� . � 

С в о й с т в а  о б р а т н о й  м а т р и ц ы: 

1. А–1=

�

1

.
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2. (А–1)–1=А. 

3. ( ) ( )
m

m

AA
1

1
−

−

= . 

4. ( ) 11
1

−−

−

= ABAB , где А, В — квадратные матрицы. 

5. ( ) ( )
1

1
−

−

�=
�

AA . (12.18) 

6. ( )( ) ( ) ....diag...diag
11

22

1

11

1

.2211

−−−

−

=

nnnn

aaaaaa  

12.4. Ранг матрицы и линейная зависимость
ее строк (столбцов) 

Рангом матрицы А (обозначается rang A или r(A)) называется 
наивысший порядок ее миноров, отличных от нуля. 

 
� Пример 12.5.  
Найти ранг матрицы 

.

0408

0306

0102

0204

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=A  

Р е ш е н и е. Легко убедиться в том, что все миноры 2-го 

порядка равны нулю (например, ,0

02

04

=  ,0

00

00

=  0

36

24

=  

и т. д.), а следовательно, равны нулю миноры 3-го порядка и 
минор 4-го порядка. 

Так как среди миноров 1-го порядка есть не равные нулю 

(например, 04 �  и т. д.), то r(A)=1. � 

С в о й с т в а  р а н г а  м а т р и ц ы: 
1. ).,(min)(0 nmAr ��  

2. r(A)=0 тогда и только тогда, когда А — нулевая матрица, 
т. е. А=0. 

3. Для квадратной матрицы A n-го порядка r (A) = n тогда и 
только тогда, когда А — невырожденная матрица. 

4. ).()()( BrArBAr +�+  

5. .)()()( BrArBAr −�+  
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6. { }.)(),(min)( BrArABr �  

7. ),()( ArABr =  если В — квадратная матрица n-го порядка 

ранга n. 
8. )()( ArBAr = , если В — квадратная матрица m-го порядка 

ранга m. 

9. )()()( ArAArAAr =�=� , где АА� и А�А — квадратные матри-

цы соответственно m-го и n-го порядков. 
10. nBr�rABr −+� )()()( , где n – число столбцов матрицы А 

или строк матрицы В. 
Понятие ранга матрицы тесно связано с понятием линейной 

зависимости (независимости) ее строк (или столбцов). 
Пусть строки матрицы А: 

),...(
112111 n

aaae = ( )
mnmmmn

eeeeaaae ......,),...(
21222212

== .

Строка е называется линейной комбинацией строк e1, e2…, e
m
 

матрицы, если  

                         
mm

eeee �++�+�= ...

2211
,  (12.19) 

где 
m

��� ,...,,

21
— какие-то числа. (Равенство (12.19) понимается 

в смысле п о э л е м е н т н о г о  сложения строк, т. е. равенст-
ву (12.19) соответствует n равенств для элементов строк с номе-
рами 1,2,..., n.) 

Строки матрицы e1, e2…, e
m
 называются линейно зависимыми, 

если существуют такие числа 
m

��� ,...,,

21
, из которых хотя бы 

одно отлично от нуля, что линейная комбинация строк равна нуле-
вой строке:

                               ,...
2211

0=�++�+�
mm

eee  (12.20) 

где 0 = (0 0... 0). 
Если равенство (12.20) выполняется тогда и только тогда, 

когда ,0...
21

=�==�=�
m

 то строки матрицы называются линейно 

независимыми. 
Ранг матрицы равен максимальному числу ее линейно независи-

мых строк или столбцов, через которые линейно выражаются все 
остальные ее строки (столбцы).
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12.5. Система линейных уравнений 

Система m линейных уравнений с n переменными имеет вид: 

                 

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

=+++++

=+++++

=+++++

=+++++

,......

.......................................

;......

.......................................

;......

;......

2211

2211

222222121

111212111

mnmnjmjmm

ininjijii

nnjj

nnjj

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxax�

 (12.21) 

или в краткой записи с помощью знаков суммирования: 

                           �
=

=

n

j

ijiij
bAa

1

, i = 1,…, m. (12.22) 

В матричной форме система (12.21) имеет вид: 

                                                 AX = B,  (12.23) 

где 

        ;

...

............

...

...

21

22221

11211

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=

n

x

�

�

�

...

2

1

; .

...

2

1

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=

m

b

b

b

B  

Если число уравнений равно числу переменных, т.е. m = n, и 

квадратная матрица А — невырожденная ( 0�� ), то система 

(12.21) имеет единственное решение: 

                                                Х=А–1В. (12.24)

Это же решение, т. е. переменные х1, х2,…, xj,…, xn при m = n, 
могут быть найдены по формулам Крамера 

                            
�

�

=

j

j
x , j = 1,…, n,  (12.25) 

где � — определитель матрицы А, т. е. �= � ; 

�j — определитель матрицы Aj, получаемой из матрицы А за-

меной j-го столбца столбцом свободных членов, т. е. �=
j

� . 
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� Пример 12.6. Решить методом обратной матрицы систему 
уравнений 

�

�

�

�

�

=

=

=

+

−

+

−

+

−

.5

;0

;12

2

3

63

3
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3
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2

2

1

1

1

x
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x

x

x

x

x

x

 

Р е ш е н и е. Пусть 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−

−−=

213

301

634

A ; 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

3

2

1

x

x

x

X ; 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

5

0

12

B . 

Уравнение в матричной форме примет вид АХ=В. Найдем 
обратную матрицу: 

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

−−

−−−

−=
−

3131

6107

9123

27

1
1

A (см. пример 12.4). 

По формуле (12.22) 

,

1

2

3
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1

5

0
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1
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=
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�
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�

�

�

�

−−

−−−

−=X  

т. е. x1=3, x2=2, x3=–1.� 
 

Система линейных однородных уравнений, т. е. система АХ = 0 
с нулевыми свободными членами, имеет ненулевое решение то-

гда и только тогда, когда матрица А — вырожденная, т. е. .0=�  

12.6. Векторы 

n-мерным вектором называется упорядоченная совокупность 
n действительных чисел, записываемых в виде х = (х1, х2,…, xn), 
где хi — i-я компонента вектора х. 

Равенство векторов 
Векторы х и у равны, т. е. х = у, если xi = yi, i =1,…, n. 
Операции над векторами 
1. Умножение вектора на число: 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



 287

,�= x�  если ,

ii
x� �=  i = 1,…, n. 

2. Сложение двух векторов: 

z = x + y, если zi = xi + yi, i = 1,…, n. 

Векторным (линейным) пространством называется множест-
во векторов (элементов) с действительными компонентами, в ко-
тором определены операции сложения векторов и умножения век-
тора на число, удовлетворяющие следующим с в о й с т в а м :

1. x + y = y + x. 
2. (x+y)+z = x+(y+z). 
3. �(�x)=(��)x. 
4. �(x+y) = �x+�y. 
5. (�+�)x = �x+�x. 
6. Существует нулевой вектор 0=(0 0…0) такой, что х+0 = х 

для любого вектора х. 
7. Для любого вектора х существует противоположный век-

тор (–х) такой, что х+(–х)=0. 
8. 1•х = х для любого вектора х. 
Понятие линейной комбинации, линейной зависимости и неза-

висимости векторов e1, e2,…, em аналогичны соответствующим 
понятиям для строк матрицы e1, e2,…, em (§ 12.5). 

Линейное пространство Rn называется n-мерным, если в нем 
существует n линейно независимых векторов, а любые из (n+1) 
векторов уже являются зависимыми. Иначе, размерность про-

странства — это максимальное число содержащихся в нем линей-
но независимых векторов, т. е. dim(Rn) = n. 

Совокупность n линейно независимых векторов n-мерного про-
странства Rn называется базисом. 

Каждый вектор х линейного пространства R можно предста-
вить единственным способом в виде линейной комбинации векторов 
базиса:

                                      x = x1e1+x2e2+…+xnen, (12.26) 

где x1, x2,…, xn — координаты вектора х относительно базиса e1, 
e2,…, en. 

Скалярным произведением двух векторов х = (x1, x2,…, xn) и  
y = (y1, y2,…, yn) называется число 

                      (x, y) = x1y1+x2y2+…+xnyn=�
=

n

i

ii
yx

1

. (12.27) 
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Евклидовым пространством называется векторное (линейное)
пространство, в котором задано скалярное произведение векторов, 
удовлетворяющее следующим свойствам: 

1. (x, y) = (y, x). 3. (�,x, y) = �(x, y). 

2. (x, y+z)=(x, y)+(x, z). 4. (x, x) � 0, если х � 0; (x, x)=0,  
     если х = 0. 

Длиной (нормой) вектора х в евклидовом пространстве называ-
ется корень квадратный из его скалярного квадрата:

                     22

2

2

1
...),(

n

x����� +++== . (12.28) 

Два вектора называются ортогональными, если их скалярное 
произведение равно нулю. 

Векторы e1, e2,…, en n-мерного евклидова пространства обра-
зуют ортонормированный базис, или ортонормированную систему

векторов, если эти векторы попарно ортогональны и длина каждо-

го из них равна 1, т. е. если (ei, ej) = 0 при i � j и 1=
i
e , i = 1,…, n. 

12.7. Собственные векторы и собственные
значения квадратной матрицы 

Вектор 0�x  называется собственным вектором квадратной 

матрицы А, если найдется такое число �, что 

                                   xAx �= . (12.29) 

Число � называется собственным значением (или собственным 
числом) матрицы А, соответствующим вектору х. 

Собственный вектор х определен с точностью до коэффици-
ента пропорциональности. 

Для существования ненулевого решения ( 0�x ) уравнения 

(12.29) или равносильного ему уравнения 

                                  ( ) 0=�− xEA   (12.30) 

необходимо и достаточно, чтобы определитель системы (12.30) 

                                   0=�− EA . (12.31) 

Определитель EA �−  называется характеристическим мно-

гочленом матрицы А, а уравнение (12.31) — ее характеристиче-
ским уравнением. 
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� Пример 12.7.  
Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 

�
�

�

�

�
�

�

�

=

1

4

9

1

� . 

Р е ш е н и е. Составим характеристическое уравнение 
(12.31) 

                           0

19

41

=

�−

�−

=�− EA , 

или 0352
2

=−�−� , откуда собственные значения матрицы А: 

�1=–5, �2=7. 
При �1=–5 уравнение (12.30) примет вид: 

                              

( )
�
�

�

�

�
�

�

�

�−

2

1

1

x

x

�� =0, 

или ,

0

0

6

4

9

6

2

1

�
�

�

�

�
�

�

�

=
�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

x

x

 откуда х2 = –1,5х1. Положив х1=с, получим, 

что векторы х (1) = (c;–1,5c) при любом с � 0 являются собствен-
ными векторами матрицы А с собственным значением �1=–5. 

Аналогично можно показать, что векторы ( )
�

�

�

�

�

�
=

11

2

;

3

2

���  при 

любом с1 � 0 являются собственными векторами матрицы А с 
собственным значением �2=7. � 

 
Разным собственным значениям матрицы соответствуют ли-

нейно независимые собственные векторы. 

12.8. Симметрические, положительно
определенные, ортогональные

и идемпотентные матрицы 

Квадратная матрица А называется симметрической (симмет-

ричной), если А� = А, т. е. аij = aji, i = 1,…, n; j = 1,…, n.
Симметрическая матрица А n-го порядка называется поло-

жительно (неотрицательно) определенной, если для любого ненуле-

вого вектора х = (х1, х2,…, xn)� выполняется неравенство 

                           )0(0 ��>� AxxAxx . (12.32) 
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Например, матрица А�А неотрицательно определена, так как 
для любого вектора хх� (А�А)х = (х�А�)  Ах = (Ах)�Ах = y �y � 0, ибо 

yy�  представляет скалярный квадрат вектора y = Ах. 

Понятие положительно (неотрицательно) определенной 
симметрической матрицы А тесно связано с понятием положи-
тельно определенной (полуопределенной) квадратичной формы. 

( ).0���0),...,,(

1 1

21
�>=�= ��

= =

LLxxaAxxxxxL

n

i

n

j

jiijn
 

Для положительно (неотрицательно) определенных матриц 
используется запись A > 0(A � 0). 

Соотношение A >В (A � В) означает, что матрица А–В поло-
жительно (неотрицательно) определена. 

С в о й с т в а  п о л о ж и т е л ь н о  (н е о т р и ц а -
т е л ь н о)  о п р е д е л е н н ы х   м а т р и ц. 

1. Если А >В, то aii >bii, i = 1,…, n, т. е. диагональные эле-
менты матрицы А более соответствующих диагональных элемен-
тов матрицы В. 

2. Если А > В, С � 0, то А +С >В. 
3. Если A > B, где А и В — невырожденные матрицы, то В–1 > А–1. 
4. Если A > 0 (A � 0), то все собственные значения матрицы 

А положительны (неотрицательны), т. е. ( ),00 ��>�
ii

 i = 1,…, n.

С в о й с т в а  с и м м е т р и ч е с к о й  п о л о ж и -
т е л ь н о  о п р е д е л е н н о й  м а т р и ц ы  А  n-го п о -
р я д к а .  

1. Если n � m, rang (BnЧm) = m, то В �АВ — положительно оп-
ределенная матрица. 

2. Матрица А–1, обратная к А, также симметрическая и по-
ложительно определенная. 

3. Определитель 0>� , а значит, и все главные миноры мат-

рицы А (получаемые для подматриц, образованных из матрицы 
А вычеркиванием строк и столбцов с одинаковыми номерами) 
положительны. 

4. След матрицы А равен сумме ее собственных значений: 

                      ( ) �

=

�=�++�+�=

n

i

in

A

1

21
...tr .  (12.33) 

Квадратная матрица С называется ортогональной, если

                                      С–1=С � .  (12.34) 
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С в о й с т в а  о р т о г о н а л ь н о й  м а т р и ц ы  С: 
1. С �С=Е.

2. Определитель 1=�  или 1–=� . 

3. В ортогональной матрице как строки, так и столбцы обра-
зуют ортонормированную систему векторов (§ 12.6). 

4. С помощью ортогональной матрицы С симметричная мат-
рица А может быть приведена к диагональному виду 

                                    С �АС = �,  (12.35) 

где �=diag (�1,�2,…, �n);  
�1,�2,…, �n — собственные значения матрицы А. 
5. Симметричная матрица А может быть представлена через 

ортогональную и диагональную матрицу в виде 

                                   А = С�С�,  (12.36) 

где � = diag (�1,�2,…,�n);  
�1,�2,…,�n — собственные значения матрицы А. 
Симметрическая1 матрица А называется идемпотентной, если 

она совпадает со своим квадратом, т. е. 

                                    А = А2
. (12.37) 

С в о й с т в а  и д е м п о т е н т н ы х  м а т р и ц: 
1. Аk =А, где k — натуральное число. 
2. Собственные значения идемпотентной матрицы А равны 

либо нулю, либо единице: �= 0 или � = 1. 
3. Все идемпотентные матрицы неотрицательно определены. 
4. Ранг идемпотентной матрицы равен ее следу, т. е. числу 

ненулевых собственных значений. 

12.9. Блочные матрицы.
Произведение Кронекера 

В ряде случаев исходную матрицу Аm½n удобно разбить на 
блоки, например, 

                                  
�
�

�

�

�
�

�

�

=

22

12

21

11

A

A

A

A

� , (12.38) 

где А11 — (m1½n)-матрица; А12 — (m1½n2)-матрица; А21 — 
(m2½n1)-матрица, А22— (m2½ n2)-матрица. 

1 Вообще говоря, требование симметричности матрицы А не строго обязательно 

для определения идемпотентной матрицы, но именно симметрические идемпо-

тентные матрицы встречаются в эконометрике. 
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В этом случае сама матрица А называется блочной. 
Операции сложения и умножения блочных матриц прово-

дятся по правилам соответствующих операций над матрицами, 
если заменить их элементы блоками: 

;

22

12

22

12

21

11

21

11

22

12

21

11

22

12

21

11

�
�

�

�

�
�

�

�

+

+

+

+

=
�
�

�

�

�
�

�

�

+
�
�

�

�

�
�

�

�

=+

B

B

A

A

B

B

A

A

B

B

B

B

A

A

A

A
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.

22
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22

12
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21

11

212211

211211

21
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1211

2221
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+

+

+

+

=
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�
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�

�

=

B

B

A

A

B

B

A

A

BAB
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A

A
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AA

AA

AB

Пусть матрица А разбита на блоки такие, что А11 и А22 — 
квадратные матрицы. 

Тогда определитель матрицы А: 

21

1

2212112212

1

11212211

22

12

21

11

����������

�

�

�

�

�
−−

−=−== . 

В частности, для блочно-диагональной матрицы А: 

                                     
2211

22

11

��

�

�

� ==

0

0
. (12.39)

Матрица, обратная блочно-диагональной: 

                                
�
�

�

�

�
�

�

�

=
�
�

�

�

�
�

�

�

=
−

−

−

−

1

22

1

11

1

22

11
1

�

�

�

�

�

0

0

0

0
. (12.40) 

Произведением Кронекера двух матриц Аm½n и Bk½l называется 
блочная матрица А�В размера km½ln: 

                     .

...

...

....

...

...

......

2

1

2

22

12

1

21

11

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

=�

Ba

Ba

B�

Ba

Ba

B�

Ba

Ba

��

��

mn

n

n

mm

  (12.41) 
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� Пример 12.8.  

Дано ,

0
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3

�
�

�

�

�
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�

=A .

7
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�

=B  

Найти А� В. 

Р е ш е н и е .
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=� BA �

С в о й с т в а  п р о и з в е д е н и я  К р о н е к е р а: 
1. Если А и В — невырожденные матрицы, то 

                       .

11
1

−−

−

�=� BABA  

2. Если А и В — квадратные матрицы соответственно m-го 

и n-го порядков, то 
nm

BABA =� . 

3. ( ) .BABA
�

�
�

=
�

�  

4. ( ) ( ) ( )BABA trtrtr �=� . 

12.10. Матричное дифференцирование 

Производной скалярной функции ( )��  от векторного аргумента 

(вектора-столбца) х = (х1, х2,…,x
n
)� называется вектор (вектор-

строка) 

                     
( ) ( ) ( ) ( )

.,...,,

21

�
�

�

�

�
�
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� ���
=

	

�

n

x

x

x
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x

x

x
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�

�

�

  (12.42) 

Производной векторной (m ½ 1) функции ( )xf  от векторного 

(n½1) аргумента х = (х1, х2,…, x
n
)� называется mn-матрица: 
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�
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21

1

2

1

1

1

  (12.43)

(матрица Якоби, определитель которой — якобиан). 
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Определение (12.42) является частным случаем (12.43) при  
m = 1. 

Ч а с т н ы е  с л у ч а и: 

1. Если ( ) xax �=� , где а = (a1, a2,…, a
n
)� и х = (х1, х2,…, х

n
)� — 

векторы-столбцы, то 

( ) ( )
.a

x

x�

x

x

�=

�

�

=

�

�

�

�

�

�

 

2. Если ( ) Axxx �=� , где А — симметрическая квадратная мат-

рица n-го порядка, то 

( ) ( )
.2 Ax

x

Axx

x

x

�=

�

�

=

�

�

�

�

�

�

 

3. Если ( ) ,Axxf =  где А — mn-матрица, то 

( ) ( )
A

x

Ax

x

x

=

�

=

� �

�

�

�f

. 

Упражнения

12.9. Вычислить матрицу 2

)( CABD −
�

= , где 

�
�

�

�

�
�

�

�

=

5

2

0

4

1

3

A , 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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5

3

0

0

1

2

B , 
�
�

�

�

�
�

�

�

=

4

3

0

1

C . 

12.10. Вычислить произведение и найти след матриц АВ и 
ВА, если: 

А = ( )032 − , 
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

1

3

4

B . 

12.11. Вычислить определители матриц: 

а) 

514

132

111

−−

− ; б) 

0123

1012

2101

3210

. 
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12.12. Найти матрицу, обратную данной: 

а) 
�
�

�

�

�
�

�

� −

− 6

4

8

5

;  б) 
�

�

�
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�

�
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�

�

−

−−

−

−

1
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5

5

7

8

3

4

4

. 

12.13. Найти ранг матрицы: 

а) 
�

�

�

�

�

�
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;  б) 
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12.14. Решить систему уравнений: 

а) 
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  б) 
�
�

�

�

�
�

�

�

1

1

1

2

    
�
�

�

�

�
�

�

�

=

2

7

1

0

8

1

X . 

12.15. Решить матричное уравнение AXB = C, если 
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12.16. Являются ли линейно зависимыми векторы a1=(2; — 1;3), 

a2=(1;4; –1),  a3=(0; –9;5)? 

12.17. Найти собственные значения и собственные векторы 

а) ,
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  б) .
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12.18. Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы 

( ) ,1 SSE�
n

��+�−=  

где S = (1,1,…,1)�–n½1-вектор. 
Известно, что матрица А идемпотентная. Убедиться в том, 

что матрица В = Е –А также идемпотентная и ВА=0. 
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Глава 13

Эконометрические

компьютерные пакеты 

13.1. Оценивание модели с помощью
компьютерных программ 

На практике совокупность выборочных данных содержит боль-
шое количество наблюдений (иногда несколько тысяч). Разумеется, 
«вручную» производить вычисления такого объема невозможно. 

Компьютерные эконометрические (их также называют рег-
рессионными) пакеты содержат в качестве готовых подпрограмм 
основные, наиболее часто встречающиеся вычисления, которые 
приходится выполнять исследователю. 

В последние годы появились десятки эконометрических па-
кетов1, в том числе и разработанные в России. В настоящем 
учебнике мы рассмотрим в качестве примера пакет «Econometric 
Views», который используется, например, для обучения в Рос-
сийской Экономической Школе. 

Перечислим о с н о в н ы е  в о з м о ж н о с т и, предостав-
ляемые пакетом «Econometric Views». 

1. Анализ данных. 
Первым этапом эконометрического моделирования является 

анализ экспериментальных (выборочных) данных, которые 
предварительно должны быть введены в рабочий файл 
(«Workfile»). Там они хранятся в виде последовательностей чи-
сел, причем каждая выборка имеет свое имя. 

Имеется возможность представить данные графически, по-
лучить значения основных количественных характеристик выбо-
рочных данных. 

В качестве примера рассмотрим моделирование формирова-
ния цены на автомобили на вторичном рынке в зависимости от 
года выпуска машины и ее пробега. Пусть Х1 — срок эксплуата-

1 О возможностях некоторых из них см., например, [18], [22]. 
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ции автомобиля — разность между текущим годом и годом вы-
пуска автомобиля, Х2 — пробег (в тыс. км), Y — цена (в у.е.). 
Рабочий файл пакета содержит основные числовые данные — 
выборочные значения всех перечисленных переменных. Чтобы 
получить экспериментальные данные в виде столбцов чисел, 
надо выполнить команду «Оpen». Экспериментальные данные 
могут быть получены на экране в виде столбцов: 

Obs X1 X2 Y 

1 6,000000 91,00000 14800,00 
2 7,000000 116,0000 14200,00 
3 2,000000 34,00000 17000,00 
………………………………………………………………………………………… 
48 5,000000 90,00000 15300,00 
49 14,00000 217,0000 10400,00 
50 4,000000 64,00000 15800,00 

Графическое изображение данных представлено на рис. 13.1. 
При желании можно получить все графики на одном рисунке. 
Регрессионные программы допускают преобразования экс-

периментальных данных. Так, например, имеется команда, по-
зволяющая упорядочить выборочные наблюдения по возраста-
нию какой-либо переменной. Обычно это имеет смысл в случае 
пространственной выборки. Также имеется возможность «редак-
тировать» экспериментальные данные: например, исследователь 
может удалить слишком «нетипичные» наблюдения, которые 
могут неадекватно исказить модель. 

Более подробное представление о распределении выбороч-
ных данных дают гистограммы. 

В «Econometric Views» имеются команды, с помощью которых 
сразу получаются основные количественные характеристики вы-
борочных распределений. Вот как выглядит соответствующий 
результат для нашего примера: 

 X1 X2 Y 

Mean 7,560000 117,9400 13918,00

Median 6,500000 103,5000 14450,00

Maximum 24,00000 373,0000 17500,00

Minimum 1,000000 15,00000 5000,000

Std. Dev. 5,107657 78,26470 2783,530

Skewness 1,127798 1,157630 –1,123340

Kurtosis 3,994277 4,115747 3,973437

Jarque-Bera 12,65896 13,76109 12,48990

Probability 0,001783 0,001028 0,001940

Observations 50 50 50
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Выдается математическое ожидание (mean), максимум, ми-
нимум и медиана распределения, стандартное отклонение (Std. 
Dev.), асимметрия (Skewness), эксцесс (Kurtosis). Статистика Jar-
que-Bera — это статистика проверки гипотезы о том, что соот-
ветствующая выборка взята из нормально распределенной сово-
купности. Ниже приводится соответствующее значение вероят-
ности (Probability). В строке Observations (наблюдения) указыва-
ется число наблюдений n, 

2. Оценивание модели. 
После того, как анализ данных завершен, можно приступать 

к собственно моделированию. Допустим, мы хотим оценить за-
висимость Y от Х1 и Х2 с помощью метода наименьших квадра-
тов. Для этого в «Econometric Views» имеется специальная коман-
да, результат выполнения которой имеет следующий вид: 

LS // Dependent Variable is Y 
Sample: 1 50 
Included observations: 50

Variable Coefficient Std. Error t-statistic Prob.

C 18046,09 14,98877 1203,974 0,0000

X1 –483,3643 32,93229 –14,67752 0,0000

X2 –4,017735 2,149205 –1,869406 0,0678

 
R-squared 0,999614 Mean dependent var 13918,00 

Adjusted R-squared 0,999598 S. D. dependent var 2783,530 

S.E. of regression 55,83376 Akaike info criterion 8,102882 

Sum squared resid 146518,2 Schwarz criterion 8,217603 

Log likelihood –270,5190 F-statistic 60869,03 

Durbin—Watson 
stat.

1,924701 Prob. (F-statistic) 0,000000 

 
В столбце «Coefficient» находятся значения оценок соответст-

вующих параметров регрессии, в столбце «Std. Error» — их стан-
дартные отклонения, в столбце «t-statistic» — значения  
t-критерия Стьюдента при проверке гипотезы о незначимости 
соответствующих регрессоров. В последнем столбце приводится 
вероятность P (t > tнабл). 

Ниже основной таблицы помещаются некоторые количест-
венные характеристики регрессионной модели: коэффициент 
детерминации R2 (R-squared), скорректированный коэффициент 
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детерминации 2
�R (Adjusted R-squared), стандартная ошибка рег-

рессии — оценка �� в предположении, что выполняются условия 
классической модели Гаусса—Маркова (S.E. of regression), сумма 
квадратов остатков (sum squared resid), логарифм функции прав-
доподобия (log likelihood). 

Регрессионная программа имеет дело с набором чисел, она 
не может понимать их природу. Поэтому при использовании 
метода наименьших квадратов выдаются результаты, имеющие 
смысл, вообще говоря, только для временных рядов. Таковы 
статистика Дарбина—Уотсона (Durbin—Watson stat.) и еще неко-
торые характеристики, которые мы не рассматривали в данном 
учебнике. 

В конце выдается значение F-статистики при проверке гипо-
тезы о незначимости регрессии в целом и значение соответст-
вующей вероятности. 

Как видно, на пятипроцентном уровне значимости регрессор 
Х2 (пробег автомобиля) оказался незначимым (хотя он значим 
на десятипроцентном уровне, ибо t0,95; 48 = 2,01; t0,9; 48 =1,67). 
Причиной этого может быть высокая коррелированность между 
двумя величинами Х1 и Х2 и малый объем выборки. 

Обычный метод наименьших квадратов является наиболее 
распространенным, но, как известно, далеко не всегда наилуч-
шим методом оценивания. Регрессионная программа позволяет 
выбрать метод наиболее отвечающий характеру эксперимен-
тальных данных и их взаимозависимости. При этом в одном ме-
ню на выбор предлагаются как методы, специфические, как 
правило, для пространственной выборки (например, взвешен-
ный метод наименьших квадратов), так и применимые исклю-
чительно для временных рядов — например, ARMA. Отметим 
еще раз, что программа не различает характера эксперименталь-
ных данных, и ее неосознанное использование может привести 
к абсолютно бессмысленному результату. 

Для оценивания систем регрессионных уравнений предлага-
ется отдельное меню, в которое входят обычный метод наи-
меньших квадратов, двухшаговый и трехшаговый методы наи-
меньших квадратов, а также метод одновременного оценивания 
уравнений как внешне не связанных. При выборе двухшагового 
или трехшагового метода программа запросит также ввести име-
на инструментальных переменных. 
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3. Анализ модели. 
После получения адекватного регрессионного уравнения, 

удовлетворяющего исследователя на данный момент, наступает 
этап анализа модели. Обычно при этом проверяются некоторые 
предположения — гипотезы, описанные в основном тексте по-
собия. При этом применяются основные тесты — такие, как 
тест Уайта, тест Чоу, линейный тест и другие. Большинство из 
них (что также было отмечено в основном тексте) выполняются 
специальной командой. 

Вот как выглядит, например, применение теста Уайта для 
рассматриваемого примера формирования цены автомобиля: 

White Heteroskedasticity Test:

F-statistic 0,146329 Probability 0.963694 

Obs*R-squared 0,642001 Probability 0.958284 

Test Equation: 
LS // Dependent Variable is RESID^2 
Sample: 1 50 
Included observations: 50

Variable Coefficient Std. Error t-statistic  Prob. 

C 2027,021 2099,532 0,965463 0,3395 

X1 –3481,328 6934,929 –0,501999 0,6181 

X1�2 192,2855 449,3960 0,427875 0,6708 

X2 238,8914 451,6586 0,528920 0,5995 

X2�2 0,846622 1,871088 –0,452476 0,6531 

 
R-squared 0,012840 Mean dependent var 930,364

Adjusted R-squared –0,074908 S.D. dependent var 4618,038

S.E. of regression 4787,878 Akaike info criterion 17,04232

Sum squared resid 1,03E+09 Schwarz criterion 17,23353

Log likelihood –492,0050 F-statistic 0,146329

Durbin—Watson stat. 2,006108 Prob. (F-statistic) 0,963694

 
Как видно, низкое значение F-статистики и соответствую-

щее высокое значение вероятности позволяет принять гипотезу 
о гомоскедастичности. 

Приведем также пример проверки гипотезы о выполнении 
некоторого условия, задаваемого линейным равенством. 
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Некоторые дилеры считают, что год «жизни» не слишком 
дорогого автомобиля уменьшает его стоимость примерно на 
500 долларов. Проверим гипотезу о том, что истинное значение 
(по абсолютной величине) параметра �1 равно 500 (разумеется, 
значение оценки будет при каждом выборочном наблюдении 
несколько другим). 

Вот как выглядит тестирование гипотезы в компьютерном 
пакете «Econometric Views». 

Null Hypothesis: C(2)=–500

F-statistic 0,255174 Probability 0,615816 

Chi-square 0,255174 Probability 0,613455 

Гипотезу о выполнении линейного условия можно проверять 
с помощью F-теста и �2-теста. Компьютерная программа приво-
дит значения соответствующих статистик и значения соответст-
вующих вероятностей. Как видно, результаты тестирования по-
зволяют принять соответствующую гипотезу. 

13.2. Метод Монте-Карло 

Эксперимент по методу Монте-Карло — это эксперимент, ос-
нованный на компьютерном моделировании случайных величин. 

Регрессионные программы (в частности, «Econometric Views») 
позволяют генерировать выборки равномерно распределенной 
случайной величины, а также величины, распределенной нор-
мально с произвольным математическим ожиданием и диспер-
сией. Так как основные распределения ( �

2, t, F) определяются 
через нормальное, то компьютерные программы позволяют ге-
нерировать выборки и этих распределений. 

Суть метода Монте-Карло заключается в том, что с помо-
щью компьютера можно м н о г о к р а т н о  наблюдать слу-
чайную величину с заранее и з в е с т н ы м  распределением. 
Это позволяет получить (или проверить) статистические резуль-
таты экспериментально. 

Метод широко применим не только в эконометрическом мо-
делировании, но и вообще в статистическом исследовании. Так, 
с его помощью можно оценивать вероятности событий, связан-
ных со случайными величинами. 

Приведем простейший пример. Пусть Х имеет равномерное 
распределение на отрезке [–1; 1], Y — нормальное распределе-
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ние с математическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, 
равной единице. Требуется оценить вероятность того, что слу-
чайная величина Z=XY2 примет значение на отрезке [0;1]. 

Регрессионная программа позволит сгенерировать серию вы-
борочных наблюдений величины произвольного, заранее вы-
бранного объема. Вот как, например, выглядит гистограмма 
распределения Z, полученная с помощью программы «Economet-
ric Views»: 

0

40

80

120

–4 –2
0 2

4

Series: Z

Sample 1 400

Observations 400

Mean –0,065866

Median –0,000289

Maximum  4,703745

Minimum –3,703901

Std. Dev.  0,821835

Skewness  0,039280

Kurtosis  10,44784

Jarque-Bera  924,6088

Probability  0,000000

Рис. 13.2 

В серии из четырехсот наблюдений величина Z приняла зна-
чение на интервале [0; 1] 173 раза. Таким образом, эксперимен-
тальной оценкой вероятности можно считать 173/400 = 0,4325. 

В эконометрическом моделировании значение метода Мон-
те-Карло особенно велико. С его помощью можно построить 
модель с з а р а н е е  и з в е с т н ы м и  параметрами (отметим 
еще раз, что в реальных моделях параметры никогда не бывают 
известны). 

Метод Монте-Карло позволяет проверить экспериментально 
результаты, полученные теоретически. В качестве примера рас-
смотрим задачу выбора спецификации модели. Пусть имеются 
фиксированные выборки переменных X, Z, а случайные выбор-
ки переменной Y генерируются по формуле 

Y = 12 + 8X + Z + �,� 

где �� — нормально распределенная случайная величина с мате-
матическим ожиданием, равным нулю, и стандартным отклоне-
нием, равным пяти. 

Методом наименьших квадратов оцениваются модели, вклю-
чающие переменную Z и не включающие ее (см. (10.1) и (10.2)). 
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Эксперимент повторяется четыре раза. Получаются следующие 
регрессионные уравнения: 

12 3 7 8 0 7� , , ,y x z= + + ;                  12 1 7 9� , ,y x= + ; 

            (0,09)                                        (0,08) 

11 6 8 1 1 2� , , ,y x z= + + ;             11 8 8 15� , ,y x= + ;  

             (0,09)                                        (0,08) 

11 4 8 08 1 3� , , ,y x z= + + ;             11 8 8 12� , ,y x= + ;  

            (0,09)                                         (0,08) 

12 8 7 93 0 8� , , ,y x z= + + ;             12 1 7 99� , ,y x= + .  

             (0,09)                                         (0,08) 
 
Как видно, оценка параметра при переменной х в короткой 

модели оказывается смещенной вверх. В то же время точность 
оценок близка в обоих случаях. 

Разумеется, в реальной практике эксперимент должен повто-
ряться не четыре раза, а значительно большее количество раз. 

С помощью метода Монте-Карло можно наглядно демонст-
рировать результаты применения тестов, а также эксперимен-
тально оценить последствия нарушения тех или иных условий. 

Наконец, отметим особенно значимую роль экспериментов 
по методу Монте-Карло в процессе обучения. Именно с помо-
щью таких экспериментов можно увидеть различия между мето-
дами оценивания моделей, наблюдать эффекты, вызванные на-
рушением тех или иных условий и т. д. 

Упражнения

13.1. С помощью метода Монте-Карло построить следующие 
величины: 

xi = 10 + 0,5i,            yi = 2 + 3xi + i�i, 

где �  — нормально распределенная случайная величина с мате-
матическим ожиданием, равным нулю, и дисперсией, равной 
единице (белый шум). Оценить модель 

yi = � + �xi + �i . 

C помощью теста Уайта убедиться в наличии гетероскеда-
стичности. 
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Сравнить оценки обычного и взвешенного метода наимень-
ших квадратов при регрессоре Х. Повторить эксперимент не-
сколько раз. Убедиться, что оценки взвешенного метода наи-
меньших квадратов в основном ближе к значению 3. 

13.2. Методом Монте-Карло сгенерировать следующие вре-
менные ряды: 

X1=2+�1;

X2=1+2�2;

                                      Y1=0,5+1,2X1–0,3X2+3�3; (13.1) 

                                      Y2=1,5+2,0X1+0,7X2+0,5�4, (13.2) 

где �i — нормально распределенные случайные величины с ну-
левым математическим ожиданием и единичной дисперсией. 

Рассмотреть систему одновременных уравнений: 

�

�

�

�+�+�=

�+�+�=

.

,

222222

111111

YXY

YXY

Применить к уравнениям системы обычный и косвенный 
методы наименьших квадратов. Сравнить полученные оценки. 
Сравнить полученные регрессионные уравнения с модельными 
(13.1)–(13.2). Повторить эксперимент несколько раз. 
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Математико-статистические
таблицы

Таблица I

Значения функции Лапласа ( )
�

−

�

=�

�

t

dt��

0

2/

2

2
2

Сотые доли хЦелые
и деся-

тые
доли x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,0000 0,0080 0,0160 0,0239 0,0319 0,0399 0,0478 0,0558 0,0638 0,0717 

0,1 0,0797 0,0876 0,0955 0,1034 0,1113 0,1192 0,1271 0,1350 0,1428 0,1507 

0,2 0,1585 0,1633 0,1741 0,1819 0,1897 0,1974 0,2051 0,2128 0,2205 0,2282 

0,3 0,2358 0,2434 0,2510 0,2586 0,2661 0,2737 0,2812 0,2886 0,2960 0,3035 

0,4 0,3108 0,3182 0,3255 0,3328 0,3401 0,3473 0,3545 0,3616 0,3686 0,3759 

0,5 0,3829 0,3899 0,3969 0.4039 0,4108 0.4177 0.4245 0,4313 0,4381 0,4448 

0,6 0,4515 0,4581 0,4647 0,4713 0,4778 0,4843 0,4907 0,4971 0,5035 0,5098 

0,7 0,5161 0,5223 0,5285 0,5346 0,5407 0,5467 0,5527 0,5587 0,5646 0,5705 

0,8 0,5763 0,5821 0,5878 0,5935 0,5991 0,6047 0,6102 0,6157 0,6211 0,6265 

0,9 0,6319 0,6372 0,6424 0,6476 0,6528 0,6579 0,6629 0,6679 0,6729 0,6778 

1,0 0,6827 0,6875 0,6923 0,6970 0,7017 0,7063 0,7109 0,7154 0,7199 0,7243 

1,1 0,7287 0,7330 0,7373 0,7415 0,7457 0,7499 0,7540 0,7580 0,7620 0,7660 

1,2 0,7699 0,7737 0,7775 0,7813 0,7850 0,7887 0,7923 0,7959 0,7984 0,8029 

1,3 0,8064 0,8098 0,8132 0,8165 0,8198 0,8230 0,8262 0,8293 0,8324 0,8355 

1,4 0,8385 0,8415 0,8444 0,8473 0,8501 0,8529 0,8557 0,8584 0,8611 0,8688 

1,5 0,8664 0,8690 0,8715 0,8740 0,8764 0,8789 0,8812 0,8836 0,8859 0,8882 

1,6 0,8904 0,8926 0,8948 0,8969 0,8990 0,9011 0,9031 0,9051 0,9070 0,9090 

1,7 0,9109 0,9127 0,9146 0,9164 0,9181 0,9199 0,9216 0,9233 0,9249 0,9265 

1,8 0,9281 0,9297 0,9312 0,9327 0,9342 0,9357 0,9371 0,9385 0,9392 0,9412 

1,9 0,9426 0,9439 0,9451 0,9464 0,9476 0,9488 0,9500 0,9512 0,9523 0,9533 

2,0 0,9545 0,9556 0,9566 0,9576 0,9586 0,9596 0,9606 0,9616 0,9625 0,9634 

2,1 0,9643 0,9651 0,9660 0,9668 0,9676 0,9684 0,9692 0,9700 0,9707 0,9715 

2,2 0,9722 0,9729 0,9736 0,9743 0,9749 0,9756 0,9762 0,9768 0,9774 0,9780 

2,3 0,9786 0,9791 0,9797 0,9802 0,9807 0,9812 0,9817 0,9822 0,9827 0,9832 

2,4 0,9836 0,9841 0,9845 0,9849 0,9853 0,9857 0,9861 0,9865 0,9869 0,9872 

2,5 0,9876 0,9879 0,9883 0,9886 0,9889 0,9892 0,9895 0,9898 0,9901 0,9904 

x0–x

� (x)
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Окончание табл. I 

Сотые доли хЦелые
и деся-

тые
доли x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2,6 0,9907 0,9910 0,9912 0,9915 0,9917 0,9920 0,9922 0,9924 0,9926 0,9928 

2,7 0,9931 0,9933 0,9935 0,9937 0,9939 0,9940 0,9942 0,9944 0,9946 0,9947 

2,8 0,9949 0,9951 0,9952 0,9953 0,9955 0,9956 0,9958 0,9959 0,9960 0,9961 

2,9 0,9963 0,9964 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 

3,0 0,9973 0,9974 0,9975 0,9976 0,9976 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 

3,1 0,9981 0,9981 0,9982 0,9983 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 

3,2 0,9986 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990 

3,3 0,9990 0,9991 0,9994 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993 

3,4 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995 0,9995 

3,5 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 0,9997 

3,6 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 0,9998 0,9998 

3,7 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 

3,8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

3,9 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 

4,0 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 
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Таблица II 

Значения t
�,k-критерия Стьюдента

Число
степе-
ней

Вероятность �

свобо-
ды k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 

1 0,16 0,32 0,51 0,73 1,00 1,38 1,96 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66
2 14 29 44 62 0,82 06 34 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92

3 14 28 42 58 76 0,98 25 64 35 3,18 4,54 5,84
4 13 27 41 57 74 94 19 53 13 2,78 3,75 4,60
5 13 27 41 56 73 92 16 48 01 57 36 03

6 0,13 0,26 0,40 0,55 1,72 1,91 1,13 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71
7 13 26 40 55 71 90 12 41 89 36 00 50

8 13 26 40 55 70 89 11 40 86 31 2,90 35
9 13 26 40 54 70 88 10 38 83 26 82 25
10 13 26 40 54 70 88 09 37 81 23 76 17

11 0,13 0,26 0,40 0,54 0,70 0,88 1,09 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11
12 13 26 39 54 69 87 08 36 78 18 68 05

13 13 26 39 54 69 87 08 35 77 16 65 01
14 13 26 39 54 69 87 08 34 76 14 62 2,98
15 13 26 39 54 69 87 07 34 75 13 60 95

16 0,13 0,26 0,39 0,53 0,69 0,86 1,07 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92
17 13 26 39 53 69 86 07 33 74 11 57 90

18 13 26 39 53 69 86 07 33 73 10 55 88
19 13 26 39 53 69 86 07 33 73 09 54 86
20 13 26 39 53 69 86 06 32 72 09 53 84

21 0,13 0,26 0,39 0,53 0,69 0,86 1,06 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83
22 13 26 39 53 69 86 06 32 72 07 51 82

23 13 26 39 53 68 86 06 32 71 07 50 81
24 13 26 39 53 68 86 06 32 71 06 49 80
25 13 26 39 53 68 86 06 32 71 06 48 79

26 0,13 0,26 0,39 0,53 0,68 0,86 1,06 1,31 1,71 2,06 2,48 2,78
27 13 26 39 53 68 85 06 31 70 05 47 77

28 13 26 39 53 68 85 06 31 70 05 47 76
29 13 26 39 53 68 85 05 31 70 04 46 76
30 13 26 39 53 68 85 05 31 70 04 46 75

40 0,13 0,25 0,39 0,53 0,68 0,85 1,05 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70
60 13 25 39 53 68 85 05 30 67 00 39 66

120 0,13 0,25 0,39 0,53 0,68 0,84 1,04 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62

� 13 25 38 52 67 84 04 28 64 96 33 58

 
 
 

0 t
�, k

�

–t
�, k
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Таблица III 

Значения �
�;k

2
 критерия Пирсона                   

Число
степе-
ней

Вероятность �

свобо-
ды k

0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 

1 0,00 0,00 0,00 0,02 0,06 0,15 0,45 1,07 1,64 2,71 3,84 5,41 6,64
2 0,02 0,04 0,10 0,21 0,45 0,71 1,39 2,41 3,22 4,60 5,99 7,82 9,21
3 0,11 0,18 0,35 0,58 1,00 1,42 2,37 3,66 4,64 6,25 7,82 9,84 11,3

4 0,30 0,43 0,71 1,06 1,65 2,20 3,36 4,88 5,99 7,78 9,49 11,7 13,3
5 0,55 0,75 1,14 1,61 2,34 3,00 4,35 6,06 7,29 9,24 11,1 13,4 15,1
6 0,87 1,13 1,63 2,20 3,07 3,83 5,35 7,23 8,56 10,6 12,6 15,0 16,8

7 1,24 1,56 2,17 2,83 3,82 4,67 6,35 8,38 9,80 12,0 14,1 16,6 18,5
8 1,65 2,03 2,73 3,49 4,59 5,53 7,34 9,52 11,0 13,4 15,5 18,2 20,1

9 2,09 2,53 3,32 4,17 5,38 6,39 8,34 10,7 12,2 14,7 16,9 19,7 21,7
10 2,56 3,06 3,94 4,86 6,18 7,27 9,34 11,8 13,4 16,0 18,3 21,2 23,2
11 3,05 3,61 4,58 5,58 6,99 8,15 10,3 12,9 14,6 17,3 19,7 22,6 24,7

12 3,57 4,18 5,23 6,30 7,81 9,03 11,3 14,0 15,8 18,5 21,0 24,1 26,2
13 4,11 4,76 5,89 7,04 8,63 9,93 12,3 15,1 17,0 19,8 22,4 25,5 27,7

14 4,66 5,37 6,57 7,79 9,47 10,8 13,3 16,2 18,1 21,1 23,7 26,9 29,1
15 5,23 5,98 7,26 8,55 10,3 11,7 14,3 17,3 19,3 22,3 25,0 28,3 30,6
16 5,81 6,61 7,96 9,31 11,1 12,6 15,3 18,4 20,5 23,5 26,3 29,6 32,0

17 6,41 7,26 8,67 10,1 12,0 13,5 16,3 19,5 21,6 24,8 27,6 31,0 33,4
18 7,02 7,91 9,39 10,9 12,9 14,4 17,3 20,6 22,8 26,0 28,9 32,3 34,8

19 7,63 8,57 10,1 11,6 13,7 15,3 18,3 21,7 23,9 27,2 30,1 33,7 36,2
20 8,26 9,24 10,8 12,4 14,6 16,3 19,3 22,8 25,0 28,4 31,4 35,0 37,6
21 8,90 9,92 11,6 13,2 15,4 17,2 20,3 23,9 26,2 29,6 32,7 36,3 38,9

22 9,54 10,6 12,3 14,0 16,3 18,1 21,3 24,9 27,3 30,8 33,9 37,7 40,3
23 10,2 11,3 13,1 14,8 17,2 19,0 22,3 26,0 28,4 32,0 35,2 39,0 41,6

24 10,9 12,0 13,8 15,7 18,1 19,9 23,3 27,1 29,6 33,2 36,4 40,3 43,0
25 11,5 12,7 14,6 16,5 18,9 20,9 24,3 28,2 30,7 34,4 37,7 41,7 44,3
26 12,2 13,4 15,4 17,3 19,8 21,8 25,3 29,2 31,8 35,6 38,9 42,9 45,6

27 12,9 14,1 16,1 18,1 20,7 22,7 26,3 30,3 32,9 36,7 40,1 44,1 47,0
28 13,6 14,8 16,9 18,9 21,6 23,6 27,3 31,4 34,0 37,9 41,3 45,4 48,3

29 14,3 15,6 17,7 19,8 22,5 24,6 28,3 32,5 35,1 39,1 42,6 46,7 49,6
30 14,9 16,3 18,5 20,6 23,4 25,5 29,3 33,5 36,2 40,3 43,8 48,0 50,9

 
 

�

0
�
�;k
2
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Таблица V
Значения dн и dв критерия Дарбина—Уотсона на уровне значимости � = 0,05 
      (n — число наблюдений, р — число объясняющих переменных) 

n р=1 р=2 р=3 р=4 р=5

dн dв dн dв dн dв dн dв dн dв

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21 

16 1,10 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15 

17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,90 1,71 1,78 1,90 0,67 2,10 

18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 0,82 1,87 0,71 2,06 

19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,85 1,85 0,75 2,02 

20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99 

21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96 

22 1,24 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,96 1,80 0,86 1,94 

23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,90 1,92 

24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 0,93 1,99 

25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89 

26 1,30 1,46 1,22 1,55 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 1,88 

27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86 

28 1,33 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,10 1,75 1,03 1,85 

29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84 

30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83 

31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 1,83 

32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,34 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82 

33 1,38 1,51 1,32 1,58 1,26 1,65 1,19 1,73 1,13 1,81 

34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81 

35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,80 

36 1,41 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,80 

37 1,42 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 1,80 

38 1,43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,79 

39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79 

40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79 

45 1,48 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 1,78 

50 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77 

55 1,53 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77 

60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,58 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77 

65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 1,77 

70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,70 1,49 1,74 1,46 1,77 

75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77 

80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77 

85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77 

90 1,63 1,68 1,61 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 1,54 1,78 

95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,60 1,73 1,58 1,75 1,56 1,78 

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78 
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Кейнсианская модель формирования 
доходов 239 
Классическая модель регрессии 19, 61 
- - - нормальная 61 
- - - - множественная 82 
Классическое определение вероятности 
24
Ковариационная матрица 40, 41 
- - вектора оценок параметров 92, 157 
- - - возмущений 93, 183 
Ковариация выборочная 55, 92 
- случайных величин 39 
- - -, свойства 39 
Коррелограмма 137, 176, 179 
Корреляционный анализ 135 
- момент выборочный 55 
- - случайных величин 39 
- - - -, свойства 39 
Коинтеграционный тест 221 
Коинтеграция временных рядов 220 
Компонентный анализ 111 
Короткая регрессия 243 
Корреляционная зависимость 51 
- - линейная 56 
- связь прямая 58 
- - обратная 58 
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Косвенный метод наименьших  
квадратов 225—227, 229, 232 
Коэффициент автокорреляции 137 
- - выборочный 137 
- - частный 137 
- - - выборочный 137, 138 
- авторегрессии 182 
- детерминации 74, 75, 154, 155 
- - , геометрическая интерпретация 78 
- - множественный 103, 104 
- - - адаптированный 104 
- - - скорректированный 104 
- корреляции 57 
- - выборочный 57 
- - -, проверка значимости 73, 74 
- - -, свойства 58, 59 
- - случайных величин 39 
- - - -, свойства 39 
- - частный 128, 129 
- - -, проверка значимости 129 
- неидентифицируемый 231 
- ранговой корреляции Спирмена 78—
80
- - - -, проверка значимости 79 
- регрессии 55 
- - выборочный 55 
- - -, проверка значимости 73, 98 
- - стандартизованный 90 
- частной эластичности 126 
- эластичности 90 
Кривая распределения 31 
- - выборочная 52 
- регрессии 38, 52 
Критерий (тест) Дарбина—Уотсона 
170—174
- статистический 46 
- Чоу 122, 123 
Критическая область 46, 47 
- - двусторонняя 47 
- - левосторонняя 47 
- - односторонняя 47 
- - правосторонняя 47 
- -, принцип построения 47 

Лаг 136 
Лаговая переменная 20, 147, 178 
Линеаризация модели 22, 125, 126 
Линейная комбинация векторов 287 
- - строк матрицы 284 
Линейное пространство 287 
Линейно зависимые векторы 287 
- - строки матрицы 284 

- независимые векторы 287 
- - строки матрицы 284 
Линия регрессии 38, 52 
- - выборочная 52 
- - модельная 52 
- - нормально распределенных слу-
чайных величин 40 
- - среднеквадратическая 52 
Логарифмически-нормальное распре-
деление 35 
Logit-модель 269 
Ложная регрессия 217 
Математическое ожидание случайной 
величины дискретной  27 
- - - - непрерывной 32 
- - - -, свойства 27 
Марковский случайный процесс 147 
Матрица 275 
- блочная 291, 292 
- блочно-диагональная 292 
- - - обратная 292 
- вырожденная 281 
- диагональная 276 
- единичная 276 
- значений объясняющих переменных 
83
- идемпотентная 291 
- -, свойства 291 
- квадратная 276 
- ковариационная 40 
- невырожденная (неособенная) 271 
- неотрицательно определенная 289, 
300
- - -, свойства 290 
- нулевая 276 
- обратная 281, 282 
- - , свойства 282, 283 
- ортогональная 290, 291 
- -, свойства 291 
- особенная 281 
- плана 83 
- положительно определенная 289, 300 
- - -, свойства 300 
- присоединенная 282 
- симметрическая (симметричная) 289 
- -, свойства 300 
- столбец 275 
- - возмущений 83 
- - значений зависимой переменной 
83
- - параметров 83 
- - случайных ошибок 83 
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- строка 275 
- Якоби 293 
Метод инструментальных переменных 
232—235
- максимального правдоподобия 43, 
44, 63, 64, 204 
- - -, свойства оценок 44 
- моментов 43 
- Монте-Карло 302—304 
- наименьших квадратов 53, 54, 83—
86, 140, 141 
- - - взвешенный 163, 164 
- - - двухшаговый 198, 199, 235 
- - - доступный 155, 185—188 
- - - косвенный 225—227, 229, 232 
- - - нелинейный 125, 203, 204, 212 
- - - обобщенный 152, 154 
- - - практически реализуемый 155, 
185—188
- - - трехшаговый 238, 239 
- скользящих средних 143 
Многомерная случайная величина 36 
- - -, функция распределения 36, 37 
Многоугольник распределения веро-
ятностей 25 
Моделирование 22 
Модель адаптивных ожиданий 206—
210
- бинарного выбора 267 
- Бокса—Дженкинса 220 
- кейнсианская формирования доходов 
239
- линейной множественной регрессии 
82
- - - - в матричной форме 83 
- - - - нормальная 82 
- - - - обобщенная 150, 151 
- - парной регрессии 60 
- - - - нормальная 61 
- мультипликативная 125 
- потребления Фридмена 210, 212 
- с автокорреляционными остатками 
167
- - геометрическим распределением 
202
- - гетероскедастичностью 163 
- скользящей средней МА (q) 135, 148, 
178, 179 
- спроса и предложения 239—241 
- с распределением Койка 202 
- статическая 257 
- - с панельными данными 258 

- - - - - со случайным эффектом 260, 262 
- - - - - с фиксированным эффектом 
260, 263 
- степенная 125 
- частичной корректировки 206, 207 
- экспоненциальная 125 
Модельная линия регрессии 52 
- функция регрессии 52 
Модельное уравнение регрессии 52 
Момент случайной величины началь-
ный 33 
- - - центральный 33 
Мощность критерия 47 
Мультиколлинеарность 21, 108—111 
- в форме стохастической 108 
- - - функциональной 108 

Наблюдаемое значение переменной 9 
Надежность оценки 45 
Невязка 62 
Независимые случайные величины 26, 
39, 40 
Неидентифицируемость 230, 231 
Некоррелированность ошибок 14 
- случайных величин 39, 40 
n-мерный вектор 36 
Непрерывная случайная величина 24, 
30
- - -, определение 30 
- - -, плотность вероятности 30—32 
Нестационарные временные ряды 217, 
218
Норма вектора 288 
Нормальная кривая 34 
- регрессия 40 
Нормальный закон распределения 34 
- -, свойства 35 
- - - двумерный 40 
- - - n-мерный 40, 41 
- - - нормированный 34 
- - -, правило трех сигм 35 
- - - стандартный 34 
- - -, функция распределения 34, 35 

Область допустимых значений  
критерия 46 
- отклонения гипотезы 46 
- принятия гипотезы 46 
Обобщенный метод наименьших 
квадратов 152—154 
Обратное преобразование Койка 202 
Объясненная часть переменной 10, 18 
Определение вероятности классическое 24 
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- - статистическое 24 
Определитель матрицы 278 
- - второго порядка 278 
- - n-го порядка 278 
- -, свойства 280, 281
- - третьего порядка 278, 279 
Ортогональные векторы 288 
- матрицы 288, 291 
Ортонормированная система векторов 
288
Ортонормированный базис 288 
Основная тенденция развития 139 
Относительная частота 24 
Остаток 60, 62 
Оценивание модели методом ARCH 
216
Оценка параметра 42 
- - асимптотически эффективная 44 
- - интервальная 44 
- - метода инструментальных пере-
менных 196—198 
- - - наименьших квадратов 62, 87 
- - - - - обобщенного 152, 154 
- -, свойства 42, 43 
- - несмещенная 42 
- - смещенная 42, 110 
- - со случайным эффектом 264 
- - состоятельная 43, 64 
- - с фиксированным эффектом 262 
- - точечная 44 
- - эффективная 43, 62 
- параметров модели 22, 62, 64, 87, 94, 
95, 97, 194 
Ошибка 12, 60 
- второго рода 46 
- первого рода 46 
- прогноза 18 

Пакеты компьютерные эконометриче-
ские 296 
- - регрессионные 296 
Пакет компьютерный «Есonometric
Views» 296—302 
- - - -, анализ данных 296—299 
- - - - , оценивание модели 299—300 
- - - - , анализ модели 301, 302 
Панельные данные 257 
Параметр �, доверительный интервал 
67, 68 
Параметризация эконометрической 
модели 22 
Параметр сверхидентифицируемый 
231

Переменная бинарная 116 
- булева 116 
- входная 51 
- выходная 51 
- детерминированная 11 
- дихотомическая 116 
- зависимая 9, 51 
- инструментальная 196—199 
- - оптимальная 197 
- количественная 78 
- лаговая 20, 147, 178 
- манекенная (манекен) 116 
- объясняемая 9, 51 
- объясняющая 9, 51 
- ординальная 78 
- порядковая 78 
- предикторная 52 
- предопределенная 20 
- предсказывающая 52 
- преобразованная 125 
- результирующая 51 
- случайная 11 
- структурная 116 
- фиктивная 21, 116, 118, 124 
- экзогенная 20, 52, 224, 230, 232 
- эндогенная 20, 51, 224, 230, 232 
Плотность 30 
- вероятности двумерной случайной 
величины 37 
- - - - -, свойства 37 
- - случайной величины 30 
- - - -, свойства 31, 32 
- распределения 30 
Поведенческие уравнения 224 
Показательный закон распределения 34 
Поле корреляции 53 
Полигон распределения вероятностей 
25
Поправка Прайса—Уинстона 183 
Пошаговый отбор переменных 21, 
111, 112 
- - -, процедура присоединения 115 
- - -, - удаления 115 
Правило треугольников 289 
- трех сигм 35 
Приведенная форма модели 230 
Probit-модель 269 
Проверка гипотез 45, 46 
- гипотезы о равенстве нулю коэффи-
циента корреляции � 73 
- - - - - - регрессии �1 73
- - - - - - - �j 98 
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- - - - коэффициента регрессии �j
числу �j0 98
- значимости коэффициента детерми-
нации 75 
- - - корреляции r 73, 74 
- - - регрессии b1 73
- - - - bj 98
- - уравнения регрессии 70—73 
Прогнозирование с помощью  
временных рядов 144 
Прогноз интервальный 144 
- точечный 144 
Произведение двух матриц 276 
- Кронекера 292 
- -, свойства 293 
- матрицы на число 276 
Производная векторной функции от 
векторного аргумента 293, 294 
- скалярной функции от векторного 
аргумента 293 
Пространственная выборка 14 
Процедура Дарбина двухшаговая 184, 
185
- Кохрейна—Оркатта 185 
Процентная точка распределения 32 

Равенство векторов 286 
- матриц 276 
Равномерный закон распределения 34 
Размер матрицы 275 
Размерность пространства 287 
Ранг 78 
- матрицы 283, 284 
- -, свойства 283, 284 
Ранговая корреляция 78 
Распределение биномиальное 33 
- Гаусса 34 
- двумерное 37 
- логарифмически-нормальное 35 
- нормальное 18, 34 
- - n-мерное 36 
- показательное 34 
- Пуассона 33 
- равномерное 34 
- t-Стьюдента 36 
- F-Фишера—Снедекора 36 
- �

2 (хи-квадрат) 35 
- экспоненциальное 34 
Регрессионная модель 60 
- - парная 60 
- - - линейная 60 
- - - классическая 61, 82 
- - - - нормальная 61, 82, 87 

- - с распределенными лагами ADL(p, q)
199
Регрессионные модели не линейные 
по параметрам 125, 126 
- - - - переменным 125 
- - с переменной структурой 116 
Регрессионный анализ 50 
- -, основные задачи 50 
- -, - предпосылки 61, 82, 86, 87 
- - линейный 60 
- - - множественный 82 
- - - парный 60 
Регрессия 38, 52 
- , геометрическая интерпретация 76—
78
- линейная 52, 53 
- ложная 217 
- нормальная 61 
Регрессор 52 
Регрессоры стохастические 191—196 
Результативный признак 51 
Ридж-регрессия 111 
Ряд распределения 25 

Сверхидентифицируемость 230, 231 
Сглаживание 17 
- временных рядов 143 
Сезонная компонента 134 
Сериальная корреляция 167 
Система линейных уравнений 285, 286 
- - - в матричной форме 285 
- - -, запись с помощью знаков сум-
мирования 285 
Система нормальных уравнений 54 
- - - в матричной форме 85 
- одновременных уравнений 20, 223 
- - -, общий вид 224 
- - -, приведенная форма 230 
- - -, структурная форма 230 
- однородных уравнений 286 
- регрессионных уравнений 19, 223 
- случайных величин 36 
- уравнений правдоподобия 187 
Скалярное произведение векторов 287 
Скалярный квадрат вектора 288 
Сложение двух векторов 287 
След квадратной матрицы 281 
- - -, свойства 281 
Случай благоприятствующий 24 
Случайная величина 24 
- - дискретная 24 
- - -, ряд распределения 25 
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- - -, свойство вероятностей ее значений 
25
- -, закон распределения 25 
- - непрерывная 24, 30 
- переменная 11, 60 
- составляющая 10 
- функция 135 
Случайное блуждание 218 
Случайные величины зависимые 39 
- - независимые 26, 40 
Случайный вектор 36 
- процесс 135 
- - взрывной 218 
- член 60 
Собственное значение матрицы 288 
- число матрицы 288 
Собственный вектор матрицы 288 
Совместная плотность 37 
- -, свойства 37 
Составляющие временного ряда 134 
Состоятельность 13 
Спектральный анализ 135 
Спецификация модели 22, 242 
- - при наличии гетероскедастичности 
248—251
- регрессионной модели временных 
рядов 251—253 
Среднее значение случайной величины 
26
- квадратическое отклонение случай-
ной величины 28, 57 
Средние квадраты 72 
Средняя выборочная 44 
- групповая 52, 62 
- условная 52 
Стандартное отклонение случайной 
величины 28 
Стандарт случайной величины 28 
Статистика критерия 46 
- - Льюинга—Бокса 176 
Статистическая вероятность 24 
- гипотеза 45, 46, 48 
- - альтернативная 46 
- - конкурирующая 46 
- -, принцип проверки 46, 48 
- зависимость 38, 50 
Статистический критерий 46 
- тест 46 
Статистическое определение вероят-
ности 24 
Стационарный временной ряд 135, 
136, 191 
Стохастические регрессоры 191—196 

Структурная форма модели 230 
Сумма двух матриц 276 
- квадратов, обусловленная регрессией 
71, 103 
- - общая 71, 72, 102 
- - остаточная 71, 102 
Структурный параметр 230 
- - идентифицируемый 230 
- - неидентифицируемый 230 
- - сверхидентифицируемый 230 
Сходимость по вероятности 41 

Теорема Айткена 152—154 
- Бернулли 41 
- Гаусса—Маркова 62, 87, 94, 95 
- Лапласа 287 
- Ляпунова 42 
- о распределении оценки параметра �
197
- Чебышева 41 
Тест Бреуша—Годфри 174, 175 
- Глейзера 161 
- Голдфелда—Квандта 159, 160 
- Дарбина—Уотсона 170—174 
- Дики—Фуллера 219 
- - - пополненный 219 
- Льюинга—Бокса (Q-тест) 175, 176 
- ранговой корреляции Спирмена 158, 
159
- серий 174, 175 
- статистический 46 
- Уайта 161 
- Хаусмана 265, 266 
- Чоу 122, 123, 124 
Tobit-модель 272 
Точечная оценка 44 
Транспонирование матрицы 277, 278 
- -, свойства 278 
Тренд временного ряда 134 

Умножение вектора на число 286, 287 
Уравнение идентифицируемое 230 
- неидентифицируемое 231 
- регрессии в отклонениях 56 
- - модельное 52 
- парной регрессии 53 
- - - -, проверка значимости 70 
- - выборочное 52 
- регрессионной модели 12 
- частичной корректировки 206 
Уровень значимости критерия 46 

Написание на заказ студенческих и аспирантских работ
http://учебники.информ2000.рф/napisat-diplom.shtml

Скопировано с сайта
http://учебники.информ2000.рф

Разработка электронных библиотек
https://право.информ2000.рф



323

Условная плотность вероятности 37, 
38
- - распределения 11 
- средняя 52 
Условное математическое ожидание 
38, 51 
- - -, свойства 38 
Условные математические ожидания  
  (для нормального распределения) 40 
- дисперсии (для нормального распре-  
  деления) 40 
Условный закон распределения 37, 40 

Фактор 52 
Факторный признак 52 
Фиктивные переменные 21, 116, 118, 
124
Формула Бернулли 33 
Формулы Крамера 285 
Функция Гомперца 140 
- Кобба—Дугласа 126 
- - - с учетом технического прогресса 
127
- Лапласа 35 
- линейная 140 
- логистическая 140 
- мощности критерия 47 
- отклика 51 
- полиномиальная 140 
- правдоподобия 43, 63 
- распределения 29 
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